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Vor-wort. 



Dass das Dirichlet'sche Princip für die Lösung der Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie nicht stichhaltig ist, hat Weier- 
strass erkannt, doch war es sehr lange Zeit und bei den vorzüg- 
lichsten Autoren in Geltung. 

Als dieses Princip noch von den meisten Mathematikern als 
richtig angesehen wurde, ist es von H. Web er ^) auf die Diffe- 
rentialgleichung der schwingenden Membran: 

Ju + lu = 

angewandt worden. Für eine unendliche Anzahl von Werten des 
Parameters A erscheint diese Gleichung als notwendige Bedin- 
gung eines isoperimetrischen Variationsproblems und daraus schloss 
Weber auf die Existenz unendlich vieler auf dem Rande eines 
gegebenen Gebiets verschwindender Lösungen dieser Gleichung, 
also auf die Existenz unendlich vieler Eigenschwingungen einer 
Membran. 

Nun ist neuerdings ^) das Dir ichlet' sehe Princip für die Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie von Hilbert gerettet worden, 
indem er in strenger Weise auf die Existenz einer Minimalfunction 
für das der Potentialgleichung entsprechende Variationsproblems 
schloss. Es fragt sich, ob das Dirichlet'sche Princip nicht auch 
wie es von Weber angewandt worden ist, im Falle also isoperi- 
metrischer Variationsprobleme, aufrecht erhalten werden kann. 

Ein erster Schritt wäre die Aufgabe zunächst dahin zu spe- 
-cialisieren, dass man nicht partielle Differentialgleichungen, son- 



1) Math. Ann. Bd. I, p. 1. 

2) Deutsche M.-V. 8 (1899) p. 184 auch Festschrift „üeber das Dirichlet'sche 
Principe, Abhandlungen der E. Göttinger Gelehrtengesellschaft, Berlin 1901. 
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dem gewöhnliche Differentialgleichungen dieser Art behandelt, 
und zwar nach Methoden, die sich nachher bequem auf partielle 
Differentialgleichungen übertragen lassen. 

Wenn wir uns also in dieser Arbeit auf gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichungen beschränken, so soll es unser Ziel sein , zu 
zeigen, dass sich die Randwertaufgaben bei diesen Differential- 
gleichungen in allgemeiner Weise behandeln lassen, wenn man 
das Wesentlichste des Dirichlet'schen Princips mit derjenigen 
Methode verbindet, nach welcher Fredholm ^) die Auflösung ge- 
wisser Integralgleichungen behandelt hat. Dieser Weg erscheint 
auf partielle Differentialgleichungen direct übertragbar. 

Es ist natürlich, dass sich bei dieser Untersuchung manche 
bekannte Resultate ergeben werden, jedoch werden wir auch neues 
finden. Ich möchte zweierlei hervorheben: 1. Den Nachweis 
derExistenz von periodischen Lösungen einerDiffe- 
rentialglei chung, deren Coefficienten periodisch 
sind; 2. Die Behandlung der Randwertaufgaben bei 
Systemen von Differentialgleichungen (Ausdehnung 
des Begriffs der Green'schen Functionen; Existenz 
der Lösungen). 

• 

Ich erfülle eine angenehme Pflicht, wenn ich auch an dieser 
Stelle Herrn Professor Hilbert, auf dessen Anregung ich diese 
Arbeit unternahm, für seinen Rat bei der Abfassung derselben 
meinen herzlichsten Dank ausspreche. 



1) Siehe Einleitung. 



Einleitung'. 



Die Fredholni'sclie Methode. 

§ 1. Die Hauptsätze. 

• - • 

Wird im Lmem eines zweidimensionalen geschlossenen Ge- 
biets eine Potentialfunction gesucht, welche an dem Ran^e des 
Gebiets vorgeschriebene Werte F(s) annimmt, und macht man 
den Ansatz, dass diese Potentialfunction durch eine auf dem 
ßande ausgebreitete Doppelbelegung erzeugt wird, so muss das 
Moment ^{s) der Doppelbelegung einer gewissen Punctionalglei- 
chung genügen. Um diese aufzulösen, kann man in die Gleichung 
einen Parameter A einführen, der schliesslich gleich 1 gesetzt 
wird. Nach der Neumann' sehen Methode für die Lösung des 
Dirichlet'schen Problems wird dann das Moment 0{s) direct als 
eine Potenzreihe von A gesucht. Fredholm ^) dagegen betrachtet 
jene mit dem Parameter versehene Gleichung als einen speciellen 
Fall der Functional- oder Integralgleichung: 

(1) O(s) + kfA(s,t)0(t)dt = F(s), 

a 

WO Ä{s,t) und F{s) irgend zwei bekannte stückweise stetige 
Functionen für alle s und t im Intervalle (a, 6) sind, und sucht 
eine in demselben Intervalle stückweise stetige Lösung 0(s) — 
nicht, der Neumann^schen Methode entsprechend, als eine Potenz- 
reihe von A, sondern als Quotient zweier solcher Potenzreihen, 
von denen nur die im Zähler stehende von der Variabelen s 
abhängt. 

Es werden dann folgende Functionen definiert: 

*W = 1 + S*'*, 

1) J. Fredholm, Öfrersigt of kongl. Yetenskaps Akademiens Förhandlinger, 
1900. Comptes rendus 134 (1902) pg. 219. 

1* 
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~ pd 



(p) 



A (s, s,) Ä (s, s.) Ä (s, $;}... A ($, «,) 
A («, s J ^ («, s^ ^ (s, «,)... ^ (s, s,) 

^ («. «i) ^ («. «.) ^ («. «,)••• ^ (s. «,) 



ds, <?S, . . . (foj, 



n(«,0 






a 

(P) 



d5j ds, ...ds 



Ä (S,5 J ^ (5^5,) Ä (5,5,) . . . ^ (5,5,) 

Ä(s^s,)A(s,s,)Ä{s,s;)... Ä(s^s;) Ä(s^t) 
Ä {s,s,) Ä (s,s,) A (s^s;) ...A (s^s^) A {s,t) 

A (5,5 J A (s^s,) A (s^s;) ...A (s^s^) A (sj) 
A{ss^) -4(55,) A(ss^) ... Ä(ss^) A(st) 

Die Coefficienten sind also ^- fache Integrale über Deter- 
minanten p^^ bezw. p + 1*®"^ Ordnung , und zwar gehen die Deter- 
minanten zweiter Art aus denen der ersten Art durch Eänderung 
hervor. Beide Reihen stellen ganze transcendente Functionen 
von A dar. 

Falls der Parameter X einen solchen Wert hat, dass d (A) =|= 
ist, so bildet die durch die Gleichung 

0{s) = Fis)--^fy(t)riX',s,t)dt 

definierte Function 0(s) eine Lösung der Integralgleichung, und 
zwar die einzige. Besitzt A einen Wert, für welchen d(A) = 
ist, so existiert im allgemeinen keine Lösung der Integralgleichung, 
wenn F(s) nicht identisch Null ist, aber stets wenigstens eine 
Lösung, wenn F(s) = ist. Diese Lösung braucht aber im allge- 
meinen nicht die einzige zu sein; wir werden jedoch die spe- 
cielleren Sätze über diese Mehrdeutigkeit nicht betrachten und 
wollen uns daher damit begnügen, den Fredholm'schen Resultaten 
folgende zwei Hauptsätze für die spätere Anwendung zu ent- 
nehmen. 

Satz L 

Ist F{s) nicht identisch Null, dann existiert für 
jeden Wert des Parameters A, für welchen d(A) 4= 
ist, stets eine und nur eine Lösung der Integral- 



1) Der Uebersichtlichkeit halber schreiben wir in den Determinanten Ä(8i8j) 

statt A(8i,8j), 
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gleichung (1), dagegen für einen Wert von A, der eine 
Nullstelle X^ von d(A) ist, im allgemeinen gar keine 
Lösung; eine solche Lösung ist nur dann möglich, wenn 
F{s) einer Integralbedingung, oder auch mehreren, 
genügt. 

Satz n. 

Ist F{s) = 0, so existiert dann und nur dann we- 
nigstens eine nicht identisch verschwindende Lösung 
der Integralgleichung (1), wenn der Parameter X einen 
Wert Xj^ besitzt, welcher eine Nullstelle von d{X) ist. 

Aus dem Convergenzbeweis für die Reihe d(X) geht hervor, 
dass die Reihe 

l + 2A'(6-a)'^ 

1 F • 

beständig convergiert, wo Mj, das Maximum des absoluten Wertes 
der Determinante in dem Integranden von d^ ist. Bei fest blei- 
bendem X kann also (6 — a) so klein genommen werden, dass 

00 71/00 

2r(6-«)'3L>2^'l«,l 

1 JP* 1 

der Null beliebig nahe liegt. Den obigen zwei Fredholm'schen 
Sätzen fügen wir also den folgenden hinzu: 

Satz HL 

Das Intervall (a, 6) kann so klein genommen 
werden, dass irgend ein vorher gegebener fester 
Wert von X keine Nullstelle der für dieses Inter- 
vall gebildeten Function d(X) ist. 

§ 2. Die Integralgleichung im Falle zweier Parameter. 

Die Predholm'schen Resultate lassen sich unmittelbar auf die 
Integralgleichung: 

(2) ^(s)+f{XÄ(s,t) + (iB{s,t)\0{t)dt = F(s) 

a 

ausdehnen , wo * wie früher die gesuchte Function ist , und A, (i 
Parameter sind. Fügen wir nämlich einen Parameter v als Factor 
hinzu: 

(3) 9{s) + vf{XÄ(s,t) + (iB{s,t)\0(t)dt = F{sl 

a 

SO ist dies für alle Werte von X und ft eine Integralgleichung 
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von der Form (1), nur ist XÄ + fiB an Stelle von Ä getreten. 
Für die Existenz einer Lösung von (2) für ein Wertepaar A, f» 
kommt es daher darauf an , ob für diese Werte A, [i der Wert 
V = 1 eine Nullstelle der zu der Grieichung gehörigen, aus der 
Function kÄ + (iB gebildeten Function d*(y) ist, d. h. , wenn wir 
d*(l) mit S(kj(i) bezeichnen, ob die Werte k, [i der G-leichung 
d (A, (i) = genügen. 
Nach § 1 ist nun : 



00 



**(!) = S(X,(i) == 1 + S 

1 



pf 



s* 

V 



= -f 



a 

(P) 






dSi ,., ds 



Ein Glied von d* mit dem Factor X" (i^^ bekommt man, indem 
man in q Colonnen die mit (i multiplicierten Glieder, in den 
übrigen die mit A multiplicierten Glieder weglässt. Im ganzen 

bekommt man also — y7 — '- — r-j- solche Glieder, und zwar sind sie 

alle identisch, bis auf die Benennung der Integrationsvariabein. 
Also ist 

p = l g = 



WO 



d 



Pt9—p 



■ 1 I' 



(P) 



Ä {s,s,) Ä (s,s,) ...Ä {s,s^) B (s.s^J ...B (S,5,) 
A{s,sJÄ(s,s,) ...Ä(s,s^) B{s,s^+,) ... B(s,s^) 



ds^ ds, . . . ds^ 



A (5,5 J A (5,5,) ...A {s^s^ B {s^s^^^ ...B (s^s;) 

Die Sätze I und II des § 1 gelten auch für die 
Existenz einer Lösung der Integralgleichung (2), 
wenn die Bedingung, dass A der Gleichung *(A) = 
genügt oder nicht genügt, durch die Bedingung, 
dass A,ft der Gleichung d(l,(i) = genügen oder nicht 
genügen, ersetzt wird. 

Wie im früheren Falle folgt auch der Satz: 
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Das Intervall (a^b) kann so klein genommen werden, 
dass irgend welche vorher gegebene feste Werte von 
A und ft die für dieses Intervall gebildete Function 
d(X,(i) nicht zu Null machen. 



Kapitel L 

Das eindimensionale Green'sche Theorem 
nnd die eindimensionalen Green'sclien Functionen. 

§ 1. Eine Differentialgleichung. 

In dem linearen Bifferentialausdrucke 



L(y)^P^+Q^ + Ey 



doc^ ^ dx 

seien die Coefficienten P, Qj R im Intervalle (x^j x^ stetige Func- 
tionen von X und sei P zweimal, Q einmal stetig differentiierbar. 
Sind yjV irgend zwei im Intervalle {x^^x^ stetige zweimal stetig 
differentiierbare Functionen von x , so folgt durch teüweise Inte- 
gration das eindimensionale G-reen'sche Theorem: 
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(1) f'{vm-yM(^.)]äx = Lp^-iM, 

WO M{v) der zu L{y) adjungierte Differentialausdruck ist: 

Falls L{y) und M{y) identisch sind, heisst L{y) sich selbst 
adj angiert. Die Bedingung dafür ist^) 

dx ^' 

1) Durch Multiplication mit dem Factor e ' wird L{y) auf einen sich 

selbst adjungierten Ausdruck reduciert. Wir lassen aber L allgemein, sodass 
die Analogie mit weiteren Fällen^ wo eine solche Beduction nicht möglich ist, 
hervortreten wird. 
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Unter einer Green'schen Function^) der Differential- 
gleichong 

£(y) =0 

verstehen wir eine Function G (x, |) von x und einem Parameter |, 
welche folgende Eigenschaften besitzt: 

V. G{x,i) ist in dem Intervalle (a,6) stetig und be- 
friedigt als Function von x der Differentialglei- 
chung L(y) = 0. 

dG(x S) 
2®. — ^ ^^ ist stetig, ausgenommen im Punkte 

X = I; daselbst springt es um — 1: 



lim 
e = 



dx 



= -1 



« = 5— c 



3^ G(Xj^) befriedigt identisch in | eine der fol- 
genden homogenen Randbedingungen: 

(r) P(x)G{Xj I) = mr X = a nnä X = b. 

/TTON d{P(x)G(x,^)) ^ ... ^ r 

(IP) ^ ^ ^ \ > g// _ f ur a? = a und x = b. 



dx 



(iir) 



I 






P(a)G(a,|)-P(6)(?(6,S) = 



(IV) {ra(P(a;)g(a;,|)) 



öa; 



a; = a 



ö(P(a;)ö(a;,|)) 
dx 



= 0. 



« = 6 



Nach der Art der Randbedingung, welche G befriedigt, nennen 
wir sie eine Green'sche Function erster, zweiter, dritter 
oder vierter Art, und bezeichnen sie dementsprechend mit 
ß,(^,l); i = l,2,3 oder 4. 

Die G-reen'sche Function i**' Art der zu L (y) = adjungierten 
Differentialgleichungen M{v) = bezeichnen wir mit jff<(ij?,|). 



1) Der Begriff einer Green'schen Function in einer Dimension ist zuerst 

von Burkhardt (BuU. soc. math. 22 (1894) p. 71) für die Gleichung ^ = 

eingeführt worden und später für eine lineare gewöhnliche Differentialgleichung 
beliebiger Ordnung von B 6 eher (Amer. Bull. (1901) p. 297) definiert worden. 
Vgl. auch 0. Dunkel (Amer. Bull. (1902) p. 288). 
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Da P der erste Coefficient in M{v) ist, so befriedigen O^ und 
H^ dieselbe , Randbedingung. 

Es besteht folgendes Eeciprocitätsgesetz: 

Wenden wir nämlich die Formel (1) auf die Intervalle (a,| — «), (|+6, 
I*-«), {i* + s,h) an und nehmen wir: 

y=G, (^, %), V = H, (x, I*), 
so folgt wegen der Randbedingung für O, und H^: 



+ 



fi;(*,l*)P(.)^^-ffi(^|)^M 



-ia! = |* — « 



= 



Machen wir den Qrenz-Uebergang für 6 = und berücksichtigen 
die Eigenschaften 1" und 2*, so folgt: 

P(l)5;(l,l*) = P(|*) ö,(iM), 

also die obige Behauptung. Ist L(y) sich selbst adjungiert, so 
ist 6r.(a?, I) mit Hf{x,i) identisch und in diesem Falle also: 

P(x) ö.(a;,|) = P(|) G.ilx). 

Ist ausserdem noch P eine Constante, so ist: 

G,ix,i)= G,%x). 

Lösung der Randwertaufgaben. 

Setzen wir in die Formel (1) für y eine stetig differentiierbare 
Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 

L (y) = fix) 

ein; für v die Green'sche Function i*®' Art, Hf{x, |), der adjungierten 
Differentialgleichung M{v) = und wenden wir die Formel auf 
die Intervalle (a, | — «), (| + «,6) an, so folgt: 



a 



I-« 



s; (a;, I) /• ix) dx +f H, {X, l) fix) dx = 
[^.(^,1) Pix) ä^_ öiH,(x,l)Pix)) ^(^y 



x = b 



x^a 



+ 



HAx,i) Pix)^Jj^-'-^^^m^i^ y 



dx 



dx 
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Machen wir den Grenzübergang für « = 0, so folgt wegen der 
Eigenschaften von H,(x,i): 

dy{x) d{H,{x,l)P{x)) 



(2) P(l)y(6) = 



n,{x,l)P(x) 



dx 



dx 



]Xszh 



-fM,(x,i)fix)dx. 



Befriedigt y die »^ der Bandbedingongen : 
I. y(a) = c,; y(b) = c,. 

SO haben wir die Darstellung: 



(3) 

WO 



P(|)y(ö = F,{l)-f H,ix,%)ax)dx, 



a 



xz=h 



F,(X) = c. p(g»(^>S)f(^)) 1 _^^ r a(g,(rg,|)P(x)) 1 

Jede stetige stetig differentiierbare Lösung der 
Gleichung L{y) = f unter der i*®" der Randbedingungen 
I, n, EU, IV gestattet also die Darstellung (3). 

Sehen wir die Gleichung (3) als Definition von y (5) an, teilen 
wir das Integral in ein Integral vom a bis 6 und ein vom | bis h 
und differentieren nach | zweimal, so folgt wegen der Eigen- 
schaften von fij, dass y{x) eine stetige stetig differentiierbare 
Lösung der Gleichung L{y) = f ist. Also gestattet sie der Dar- 
stellung (2) und folglich befriedigt sie der i**" Randbedingung. 

Umgekehrt stellt also die durch die Gleichung (3) 
definierte Function y eine stetige stetig differentiier- 
bare Lösung der Gleichung L(y) = /"dar, welcher der 
^ten ^Qj Randbedingungen I, . ., IV bei beliebig vorge- 



-- n - 

schriebenen c^,c^ja,ß genügt — m. a. W., ist die Green'- 
sche Function i*«' Art der Gleichung Jf (w) = bekannt, 
so kann man durch Quadratur die i*^ Randwertaufgabe 
der Differentialgleichung 

L(ff) = f 
lösen. 

§ 2. Ausdehnung auf Systeme von Differentialgleichungen. 

Wir werden im folgendem das Green'sche Theorem und den 
Begriff der Green* sehen Functionen auf Systeme von zwei ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ausdehnen. 

Betrachten wir folgendes System zweier linearen Differential- 
ausdrücke : 

Die Coefficienten P^, . ..T^ seien im Intervalle (a;^, x^) stetig 
und Pj, P, seien zweimal, Q^, Q^, üi, R^ einmal stetig differentiierbar. 

Sind y, 0, v, w irgend welche stetige, zweimal stetig diffe- 
rentiierbare Functionen, so bekommen wir durch teilweise Inte- 
gration das folgende Green'sche Theorem für das System 
4, i,: 



[ ^ dx dx ^\xo [ ' dx dx i^^ 

wo 

M^j M^ möge „das zu ij, L^ adjungierte System" 
heissen. Das System i^, i, ist sich selbst adjungiert, wenn: 

dx ^'' dx ^'' ^» ^»' ^« ^' dx 

Unter einem „Green'schen Functionsystem i**' Art" 
des Systems 
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werden wir zwei Fnnctionenpaare 

I) \GVi^,i) 
verstehen, welche folgende Eigenschaften besitzen: 

l^ Als Functionen von x bildet jedes der beiden 
Paare ein im Intervalle (öf,6) stetiges Lösungssystem 
der Gleichungen (2). 

2^ Die erste Ableitung der Functionen (r", G^" nach 
re sind im ganzen Intervalle stetig: Die erste Ableitung 
von 6r" und ö" sind stetig ausgenommen im Punkte 
ÄJ = I; daselbst erleiden sie einen Sprung um —1: 



? = oL ^^ 



.« = 1 — 0; 



= -1 (; = 1,2). 



3^ Setzen wir für u{x) irgend ein der Producte: 

P,(x) GY (x,i), P,ix)Gl'{x,^), P,{x) G*\x,^), P,(x)Gr(x,i) 

SO wird die i*« der folgenden homogenen Randbedin- 
gungen identisch in | befriedigt: 



r 

ir 



tt = für X = a und x 
du 



dx 



= für X = a und x = b 



III' 



\U + a 



'w + /5 



du 
dx 
du 



lyo 



dx 

u(a)-u{b) = 

du 



= für X = a 



= für a: = 6 



[du] _ • 
Es möge nun 



dx 



= 



.X=2b 




I) 






das Grreen'sche Functionensystem sein des zu (2) adjungierten 
Gleichungssystem : 



(3) 



{M,{v,w) = 
\M, {V, w) = 
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Die Functionen H^ befriedigen dann dieselbe Randbedingung wie 
die Functionen ö„ wie im vorigen §. 

Wir behaupten, dass folgende Beciprocitätsgesetze 
bestehen: 

lP.(«)5;»(a;,|) = P,(ö^'(i*) 
Wenden wir nämlich die Formel (1) aaf die Intervalle 

(o,|-«),(|+«J*+«),(g* + «,6) 

an, und nehmen wir 

w=0\''{x,iy, g = Hr{x,%*), 
SO folgt, wenn wir zur Abkürzung 

P,{x)G\^x,i) ^^'7^'^*^ ~ ^^^'^'^^g^"^"''^^^ H!\x,i*) = <t>"ix,li*) 
setzen, 

Wegen der Randbedingungen für die Functionen O^ und H^ 
verschwindet die DiflPerenz zwischen b und a. Gehen wir nun zur 
Grenze s = über und beachten, dass alle hier vorkommenden 



^" ^ ^" 



ix = b 



+ 



x = a 



-iir = |— « r ■ia; = s- — e 

0^"+®" +*" + *" = 0. 



ÖiT 



Functionen und Ableitungen stetig sind ausgenommen 

und — ^^-^ — - an den Stellen a; == 5 bezw. x = |*, so folgt: 

- P, (I) fi," (I, I*) + P, (g*) (?," g*, I) = 0, 

also die erste der behaupteten Gleichungen. 
Wählen wir in (1): 

so folgt analog: 

also das zweite Gresetz. Das dritte Gesetz folgt wenn man 
folgende Wahl trifft: 
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tc = G\'(x,i) » = ör («,!*), 

und das vierte in ähnlicher Weise. 

Ist das System (2) sich selbst adjnngiert, so sind alle Q^ mit 
den entsprechenden H^ identisch. Ist ferner Pi = 1, P, = 1, so 
lauten die Bedprocitätsgesetze : 



(5) 



o':ix,%) 



ör (i x) 

(^V%x) 



(6) 



Lösung der Eandwertauf gaben. 

Nehmen wir in der Formel (1) für y, jer ein stetig differentiier- 
bares Lösungspaar der Gleichungen: 

und für v^tox 

so ist, wenn | aasserhalb des Intervidls {x^,x^ liegt: 



+ 



P, (») fl;" (», 5) —^ da; ' (*^ 

J*0 



Nehmen wir nun an, dass y,e die t** der folgenden ßandbe- 
dingnngen befriedigen: 



I. 



'\dy} _ i\dg 



n. 



L*ci=« *'• j i(fa;J,=« ' 



dxU-,1 * 



in. 



[ 






[ 



de 



ä. 



^+*^U='^' 
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r y(«)-y(6) = c, I ^(a)-^(6) = d. 

Wenden wir die obige Formel auf die Intervalle (a, S — «), 
(S + f, &) an, und machen wir den Grenzübergang für 6 = 0, so 

folgt wie im vorigen § , wenn wir die Stetigkeit von — * ^ ^^ 
und die TJnstetigkeit von — * ^ ^^ im Punkte a? = 5 beachten: 

(7) P. (g) y (S) = -f; (I) -/l fij' (^, 5) /". (a^) + H» ix, 5) /; {X) \ dx, 

a 

wo: 

Fl(l^) = fc, fl (f. (^) flj^ (^, D) , ^^ a (P. (a^) gl* (^, D) 1 

L Öa? dx Jaf=a 

r a(P.(:r)fl»(x,6)) a (P. (a;) ^' (a;, D) i 
-['• öS +**> öS U, 

- K P, (^) ÄJ» (a;, I) +d, P. (^) Äj'Ca:, 1)].=. 

^.(g) _ L a(P.(^)g;-(a;,|)) ^^ a (P. (x) gj» (a^, |)) i 

■ diP,(x)Hi'{x,i)) a (P. (a;) gr (^, I)) 
'' äi" + **« "äS 

Pl(l) = [c.P»(^)fil'(*.l)+d.P.(«)ffi'(«,l)].=a 

Nehmen wir nun in (1) für y, e dieselben Functionen wie 
vorher, und für v, w: 

v = E*^{x,%) 
w=^Hrix,i), 

SO folgt in derselben Weise wie für die Gleichung (7): 

(8) P.(ö;»(|) = F*ii)- f\H*^{x,t)ni^) + H»(x,i)f,(x)\dx, 

a 

WO F] (I) aus F\ (I) hervorgeht, wenn wir flj* durch JE??* und H\^ 
durch H\^ ersetzen. 

Jedes stetig differentiierbare Lösungspaar y, e 
der Differentialgleichungen: 



Ix^sih 
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(6) If'M'^- 

unter der t*®" der Randbedingungen I, II, III, IV 
lässt sich also durch die Formeln (7), (8) darstellen. 
Auch umgekehrt folgt wie im vorhergehenden §: 
Die durch die Gleichungen (7), (8) definierten 
Functionen y, b bilden ein stetig differentiierbares 
Lösungspaar des Systems (6) und befriedigen die i^ 
der Randbedingungen I, 11, III, IV. M. a. W., falls das 
Grreen'sche Functionen-System t*®' Art für das adjun- 
gierte Grleichungssystem 

M^ (v, w) ■= 
M^(v,w) = 

bekannt ist, so ist diei^ Randwertaufgabe des 
Systems: 

4 (y» ^) = ft 

4 (y» ^) = A 

durch Quadratur zu lösen. 



{ 



I 



Kapitel IL 

Allgemeine Sätze 
über die Existenz yon Lösungen der Differentialgleichnng : 

nnter Randbedingungen. 

§ 1. Einleitung. 
Der allgemeine lineare Differentialausdruck zweiter Ordnung: 

■ cPu . /^ dw , ^ 

wird durch die Transformation 



— Ir- 



in die Form 



dV 



dx 



j- + A{x)y 



übergeführt. Die Differentialgleichung 

^ + A{x)y = nx) 

ist also in einer Weise eine Normalform für die Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. Die Existenz von Integralen dieser 
Gleichung unter Randbedingungen zu studieren, fügen wir als 
Factor vor der Function A einen Parameter X hinzu, und be- 
trachten dann die Integrale dieser Gleichung bezüglich ihrer Ab- 
hängigkeit von X, 

Diese Parameter enthaltende Differentialgleichung: 

^ + XÄ{x)y = f{x) 



(1) 



entspringt auch direct aus der mathematischen Physik^). 

Die Functionen A, f setzen wir im Intervalle (a, h) als stetig 
voraus. Es handelt sich um die Existenz stetiger, stetig differen- 
tiierbarer reeller Lösungen der Differentialgleichung (1) im Inter- 
valle (a, &), welche die Eigenschaft haben, eine der folgenden vier 
Randbedingungen zu befriedigen: 

I. y{a) = c,, y{b) = c,; 



II. 



III. 



IV. 



1 = c [^1 



Dabei bedeuten Cj, c,, a, /J vorgeschriebene Constante. Die 
Bedingung I ist für a =» 0, ^ = in III enthalten. 



§ 2. Beduction auf eine Integralgleichung. 

Das eindimensionale Green'sche Theorem für den Ausdruck: 



m^^ + KAy 



lautet : 



1) Besonders in ihrer homogenen Form. Siehe Kapitel III, § 1. 

2 
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P{vL(y)-yL{v)\dx = U^- 



dv 
dx 



■••Ca • 



Nehmen wir für y eine stetig differentiierbare Lösung der 
Gleichung (1) und für v erstens eine Green'sche Function der 
Gleichung : 



ä^y _ 



dx 



^ = 



so folgt: 



S%{x,l)\f{x)^kA{x)y{x)]dx = 



Xe 



nf ^^äy{x) dO(x,i) l^ = «i 



dx 



dx 



X — Xa • 



Nehmen wir dagegen für v eine Green'sche Ftinction der 
Gleichung : 



da? 



y = 0, 



so folgt: 



fh{xA)\f{^)-{^ + }^Ä{x)y{x))\dx = 



X. 



[ 



OM^-'A'i^H^r" 



dx 



dx 



"^X — — Xtk • 



Wenden wir die beiden Formeln auf die Gebiete (a, | — a) und 
(6 + f, 6) an, so folgt, ähnlich wie in Kapitel II, wenn wir zum 
limes £ = übergehen, erstens: 

(2) Hl) = [(?(.,!) '^^(^)^^(^'^) "=' 



dx 



dx 



y{^) 



Jx = a 



-f G{x,i)\fix)-kAix)y{x)\dx 



a 



ö'G(x,i) _ f. 



und zweitens: 



(3) 



2/(1) = \Gix,t) 



dy{x) dQ{x,^) 



x = b 



dx 

.1 



dx 



y 



x = a 



-f G{x, i){nx)-y(x){l + XÄix))\dx 
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Verfugen wir nnn über die Randwerte der Functionen G. 
In der Gleichung (2) nehmen wir 6r(a?, |) als die Green'sche 

Function dritter Art der Gleichung --rr = 0. Sie befriedigt also 

die Gleichungen : 



[<?.(^,S)+/J 



dx 
dx 



jx=za 



x=zh 



= 



= 0. 



Die Fanction (r, (x, |) wird dann eindeutig bestimmt, and zwar 
lautet sie^): 

In der Gleichung (3) nehmen wir, den Randbedingungen II und 
IV entsprechend, für G {x, |) erstens die Green'sche Function zweiter 
Art , Gg (o?, S) , und zweitens die Green*sche Function vierter 

Art der Gleichung -t4- —y = 0. Es bestehen also die Gleichungen: 



L dx 
\ öG, (X, 6) 
IL dx 



= 



x = a 



Jx = b 



= [ 



<?«KÖ = <^.(M) 



dx 



,„ = [ 



dG,{x,& 
dx 



Jfl; = &. 



Die Function (r, und G^ müssen die Form haben: 

d^ef + d^C^ für ic<| 
d^e' + d^e'' für a:^|. 

Mann rechnet dann aus: 
^.(«.^) = -^^ :rr^ — 55;^ 5 «^1 



ö,(«,S) 



2 (e2a_g26) 
e6 + « + c2a + a;— i^g26 + S— a;^g2a + 26 — I— » 

2 (e2«-e2^) 



;«^5 



1) Siebe Fussnote 1, p. 3. 



2* 
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,6 — X _ je — J I ^ + a — 6 — 1_ -f + 6 — a—x 



Die Nenner von G^ und 6r^ verschwinden für kein Intervall. 
Dagegen wird keine Green'sche Function dritter Art für die 

Gleichung -t-t = existieren , wenn die Constanten a, /J solche 

Werte haben, dass 

a — /J = & — o 

ist. Dies ist aber für die Differentialgleichung (1) durchaus kein 
singulärer Fall und erscheint nur darum als eine Ausnahme, weil 
wir die möglichst einfache Green*sche Function dritter Art, näm- 

lieh dieder Gleichung -^ = 0, benutzen. Für den Fall a— /J = 6— a 

könnte man nämlich für die dritte Randwertaufgabe an die 
Gleichung (3) statt an (2) anknüpfen, und eine Green'sche Function 

dritter Art der Gleichung -^ — y = benutzen. Man findet 

dann, dass dieselben Sätze für den Fall a—ß = b — a gelten, wie 
im allgemeinen. 

Tragen wir nun in die Gleichung (2) die Function ö, {x, |) 
ein ; in die Gleichung (3) erstens die Function G, {Xj |) und zweitens 
G^ {x, I). Es entstehen dann die drei Gleichungen : 



(4) y(6) = [ 



_ raö,(a;,|) 



dx 



(»(«) 



+ a 



dy{x) 
dx 



/ix=a 



dG,(x,i) 
dx 



('«+^^)L=, 



■f G,(x,li)\f(x)-^Aix)9ix)\dx 



a 



dy(x) 



«.(^.ö^ 



(5) ,(S) = [ö,(..|) ^ ^^^ 

-f G,ix,i){fix)-yix)il + ^Ä{x))]dx 

a 

-/».(".»(/■»-»«(i+i^W)!*«- 
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Befriedigt y (x) die Baadbedingang III, so folgt: 

(7) y(5) = F,iiHlf0,(x,t)A(x)y(x)dx 



a 



F,m 



dG, (X, S) 
dx 



jx=:a L 



öG,(x,i) 
dx 



X=:h 



-fG,(x,^)f(x)dx. 



a 



Befriedigt y(x) die Randbedingung II oder IV, so folgt die 
eine oder die andere der beiden Gleichungen: 

(8) y(|) = F,(i)+f{XO,(x,i)A{x) + 0,(x,i)]y(x)dx 

F,ii) = c,G,(b,l)^c,G,(a,i)^fG,(x,i)f{x)dx 

a 

(9) y(|) = F,(i)+fUGAo>,i)A(x) + G,ix,my(x)dx 

a ' 

Fid) = e,[ ^%f^^ l^^-c,G,{a,i)-f\{^,i)m)dx. 

Die Grieichung (7) ist eine Integralgleichung von der Art, 
wie sie Fredholm betrachtet hat; die Gleichungen (8), (9) sind 
specielle Fälle einer Integralgleichung auf welche, wie wir in der 
Einleitung gesehen haben, die Fredhdlm'schen Resultate sich un- 
mittelbar ausdehnen lassen. Diese Gleichungen haben Geltung 
für alle stetige, einmal stetig differentiierbaren Lösungen der 
Differentialgleichung (1) unter der betreffenden Randbedingung. 

Umgekehrt ist jede Lösung einer der drei Integralgleichungen 
eine stetig differentiierbare Lösung der Differentialgleichung (7), 
welche die betreffende Randbedingung befriedigt. Schreiben wir 
nämlich die Gleichung (7) ausführlicher, so lautet sie : 



-/ [ö.(«,ö]^ < ^f(.x)dx+xf[G,{x,i)\^ < ^Ä(x)y(x)dx 
+xf [ö.(a:, S)]^ > Ä (x)yix)dx; 

und man bekommt ähnliche Formen für die beiden Gleichungen (8), 
(9). Differentiiert man diese Grleichangen zwei Mal nnd beachtet die 



t 
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Eigenschaften der Green'schen Functionen, so folgt in der That, 
dass y{x) eine Lösung der Differentialgleichung (1) ist. Infolge- 
dessen gelten für die Lösungen der Integralgleichungen (7), (8), 
(9) die Gleichungen (4), (5), (6). Ziehen wir dann die Gleichungen 
(7), (8), (9) der Reihe nach von den Gleichungen (4), (5), (6) ab, 
so folgen die Identitäten: 



dx 



\y{x)+u 



dx 

Schreiben wir zur Abkürzung die obigen Gleichungen in der 
Form : 



(10) 



L dx J,=a L dx L=t » ' 

G, (b, 6) M. - G, (a, I) N, = 0, 



dGJx^ 
dx 



M,-G,ix,^)N, = 0. 



x = a 



Geht man in diese Gleichungen mit den bekannten Formen 
der Functionen 6?,- hinein, so bekommt man, da die obigen Glei- 
chungen identisch in S gelten müssen, in jedem Falle ein Paar 
von Gleichungen: 

(b+ß)M,--{a+a)N, = 
-Jlf,+ iV, = 

{e'^-' + t')M,-{e''"^ + e'')N, = 

Jedes dieser Gleichungspaare, d. h. jede der Identitäten (10) 
ist aber nur dann möglich wenn M^ = N^ = 0, ein Resultat, das 
wir auch später gebrauchen werden. In allen Fällen also nehmen 
die Functionen y die betreffenden Randwerte an, und die oben 
angestellte Behauptung ist bewiesen. 

Das Problem der Integration der Differential- 
gleichung (1) unter der Randbedingung III, II, oder 
IV ist also völlig gleichwertig dem Problem, die In- 



{ 
{ 
{ 
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tegralgleichung (7), (8), oder (9) ohne Randbedingung 
aufzulösen. 

§ 3. Die allgemeinen Existenz sätze. 

Das Entscheidende für die Existenz von Lösungen der Integral- 
gleichungen besteht nun darin, ob die Function F^d) identisch Null 
ist oder nicht. Die Function JP,(S) ist für alle drei Fälle 
nur dann identisch Null, wenn gleichzeitig: 

m = 0, c, = 0, c. = 0, 

ist, oder, wie wir sagen wollen, wenn die vorgelegte 
Randwertaufgabe vollständig homogen ist. Inder 
That, verschwindet F.{^){i = 2, 3, 4) identisch in |, so müssen 
alle Ableitungen identisch verschwinden, speciell die zweite, und 
diese hat den Wert /"(!). Es verschwindet dann die Summe der 
beiden ersten Terme in F^(|) identisch, wenn F^(^) das thut, und 
wie für die Grleichungen (10) gezeigt wurde, folgt daraus dass die 
Constanten c^, c, gleich Null sein müssen. 

Bilden wir nun die aus den Integralgleichungen (7) , (8)', (9) 
entspringenden ganzen transcendenten Functionen dj (A), *a(A), ^^(A), 
auf deren Nullstellen es ankommt. Für d^(k) ist die Form sofort 
hinzuschreiben. Für d„ S^ haben wir die Form S (A, ii) des ersten 
Kapitels zu gebrauchen, und darin f^ = 1 zu nehmen. Die Func- 
tionen d, , d^ können nun kein von l unabhängiges Glied enthalten, 
denn A = ist sicherlich in beiden Fällen eine Nullstelle. In 
der That ist, für A = 0, y = Const. eine von Null verschiedene Lö- 
sung der vollständig homogenen Randwertaufgaben II und IV und 
liefert daher für die Integralgleichungen (8) und (9), wo F< (|) iden- 
tisch Null ist, eine von Null verschiedene Lösung. Schreiben wir 
zur Abkürzung: 

(^i («1 s,) G, (s, s,) G, (s, s,)... G, (s, s^) 
Gi {s, s,) Gi (s, s,) G, (s, 53) . . . G, {s, s^) 



{i = 2, 3, 4) 



G, (s^ s,) G, (s, 5,) G, (s^ s,)... Gi {s^ s^) 
so lassen sich die drei Functionen di(l) schreiben: 

3(A) = l + lfG,(s,,s,)Ä{s,)ds, + ^ffD,{s,s,)Ä{s,)Ä{s,)ds,ds, 



a 



a a 



A* r^ r^ r^ 

+ '^J J J DASiS,s,)A(s,)Ä(s,)Ä{s,)ds,ds,ds, + '" 



31 



a a a 
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und für t = 2, 4. (Die Integrationen von a bis b) : 

*.W = ^[f(}i(S^S,)Ä{S,)ds,+ffDi{s,S,)Ä{s,)ds,ds, 



+ 2 



^2 



+ 



T liT^. («1 «.) ^ K) ^ K) ^«1 ^«1 
+ -^fDi{s,...$;jÄ(s^)Ä(s;j ds,ds^...ds^+'" 

41(4) 

|r {iF^* (^1 ^2 ^J ^ («1) ^ (^2) ^ W ^^1 *• <'«. 

(4) 

+ -^fDi{s,...s,)Ä(s,)Ä{s;jÄ(s;jds^...ds^+'"\ 



(6) 
+ • • • 



Die Function Si{k) möge die Nullstellen A = A^ besitzen, 
welche wir, ihrer Bedeutung nach, mit Pockels^) als ausge- 
zeichnete Parameterwerte bezeichnen. Da die Randbedingung I 
als Spezialfall in III enthalten ist, so ergeben die drei Hauptsätze 
in der Theorie der Integralgleichung *) für alle vier Falle folgende 
Existenzsätze : 

Ist nicht gleichzeitig f{x) = 0, c^ = 0, c, = 0, dann 
existiert stets eine und nur eine stetig differentiier- 
bare Lösung der Randwertaufgabe für jeden Wert 
des Parameters A, ausgenommen die ausgezeichneten 
Werte A^: Für A == A^ existiert im allgemeinen keine 
solche Lösung. 

Ist dagegen die vorgelegte Randwertaufgabe 
vollständig homogen, so existiert wenigstens eine 
von Null verschiedene Lösung dann und nur dann, 
wenn der Parameter A einen ausgezeichneten Wert 



1) F. Pockels: üeber die partielle Differentialgleichung du+k^u = 0, 
Leipzig 1891. 

2) Einleitung pp« 4,6. 



— 25 — 

1» besitzt. Solche Lösungen nennen wir aasgezeich- 
nete Lösungen^). 

Hat der Parameter A einen beliebigen aber festen 
Wert, so existiert für ein genügend kleines Inter- 
vall (a,6) stets eine und nur eine Lösung der vorge- 
legten homogenen oder inhomogenen Randwertauf- 
gabe^). 

Wird im Falle IV c^ = 0, c, = vorgeschrieben, so gelten 
o£Penbar die Sätze : 

Sind die Functionen A{x), f(x) periodisch von der 
Periode b — a, so existiert stets eine und nur eine 
Lösung der Q-leichung 

^ + XÄ(x)y = m; /•(a;)*0, 

welche die Periode b — a besitzt, für jeden Wert des 
Parameters l ausgenommen die ausgezeichneten 
Werte A4, die Nu llstellen der Function tf^(A). Für 
X == X^ existiert im allgemeinen keine solche Lösung. 
Es existiert wenigstens eine nicht identisch 
verschwindende periodische Lösung der Gleichung 

^ + XÄ{x)y = 

WO A{x) periodisch ist, für jeden ausgezeichneten 
Parameterwert X = X^ aber für keinen anderen Wert 
von A. 



§ 4. Existenz der vier Qreen'schen Functionen 

der Oleichung: 

(1.) ^ + xA{x)y = 0. 

Wir behaupten: Die Q-reen'sche Function t**' Art, 
f^li^ii)i (* = 1> 2,3,4) der Gleichung (1) existiert dann 
und nur dann, wenn X kein ausgezeichneter Wert für 
die t** Randwertaufgabe ist. 



1) Pockels loc. cit. 

2) Denn für ein genügend kleines Intervall ist nach Satz III der Einleitung 
die Null die einzige Lösung der vollständig homogenen Randwertaufgabe. 



- 26 — 



"Wir betrachten die folgende Fonction v (x, |) von x and dem 
Parameter |: 

V = für «<! 

V ^ i—x für a;>|. 

Ist nun l kein aasgezeichneter Wert für die »*• Randwert- 
aufgabe, so existiert eine stetig differentiierbare Lösnng y^ der 
G-leichong 



d'y 



anter der »••■ der folgenden Kandbedigangen : 
I. y{a) = 0, y(6) = 6-1; 



n. 



in. 



= 0, 



x^a 



dy{x) 
dx 



/ \ . äy(x) 



■%M1 = 1- 

. dx Ji=j ' 



= 0, 



Ja; = a 



»(-)+<'^ 



IV. y(a)^y{b) = S-6, 






]x=:a 



x = b 

dy(x) 
dx 



= b-i+ß] 



x = b 



= -1; 



und zwar für alle Werte von |, denn v (x, |) verschwindet identisch 
in X für keinen Wert von |. Dann ist 

die Green'sche Tanction i*®' Art der Gleichung (1.). 

Ist aber A = A^ ein ausgezeichneter Parameterwert für die 
i*® Randwertaufgabe, so kann keine Grreen'sche Function i*®' Art 
existieren, denn wäre dies der Fall, so gäbe es *) eine stetig diffe- 
rentiierbare Lösung der Gleichung (1), wo A = A^ ist, für irgend 
eine Function f{x)j unter der i*®" Randbedingung, wobei die Con- 
stanten Cj, c, irgend welche Werte haben, und dies ist unmöglich. 
Die Behauptung über die Existenz von 6r, ist folglich bewiesen. 

Die Green' sehe Function t*®' Art ist ferner eindeutig bestimmt, 
denn gäbe es zwei solche Functionen, so würde die Differenz der 
beiden eine stetige stetig differentiierbare Lösung der t*®^ 
vollständig homogenen Randwertaufgaben sein, und dies ist für 
A 4= ^* unmöglich. 



1) Siehe p. 10. 
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Kapitel IIL 

Die YoUstandig homogenen Randwertaufgaben 
der Differentialgleichnng : 

^ + ^Äix)y = 0. 

§ 1. Einleitung. 

Unter Benatzung der Integralgleichung haben wir bewiesen, 
dass eine stetig differentiierbare Lösung der Differentialgleichung 



(1) 






+ lA(x)y = 



imter einer der Randbedingangen 



I. 



y(«) = 

yib) = 



(\dy(x) 



IIL 



! 






= 



x = a 



= 



x = & 



II. 




= 



y(a) = 



x=za 



IV. 



= 



ä y{x) 
dx 



x=ia 



äy{x) 
dx 



x^h 



\x=ih 



dann und nur dann existiert, wenn der Parameter l eine Null- 
stelle der der betreffenden Randbedingung entsprechenden ganzen 
transcendenten Function tf<(A) ist. Es bleiben dann die Fragen 
zu untersuchen, ob es solche Nullstellen oder ausgezeichnete Pa- 
rameterwerte giebt, wie gross ihre Mannigfaltigkeit ist, und durch 
welche Eigenschaften die zugehörigen ausgezeichneten Lösungen 
sich von einander unterscheiden. Diese Fragen werden wir in 
diesem Kapitel behandeln, und zwar unter den Voraussetzungen, 
dass die Function A{x) im Intervalle (a,6) ihr Vorzeichen nicht 
wechselt, also etwa 

A{x)>Q (a<a:<6), 

und dass ferner die Constanten a, ß in der Randbedingung III 
solche Werte haben, dass 



ist. 



a<0</J 
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Das Problem der Schwingungen einer nngleichförmigen an 
den Enden festgebundenen Saite fuhrt auf die Integration der Glei- 
chung (1) unter der Randbedingung I. Bei 11 handelt es sich u. A. 
um die Schwingungen eines dünnen Stabes ; bei IH um die Wärme- 
leitung in einem dünnen Draht, bei IV um das nämliche Problem, 
wenn der Draht in sich zurückläuft. 

In den Fällen I, II, III ist das Problem von Sturm in seinen 
berühmten Abhandlungen im ersten Bande des Journal de Mathe- 
matique (1836) zuerst behandelt worden^). Die wesentlichsten 
seiner Resultate lassen sich in das folgende sogenannte Os- 
cillationstheorem zusammenfassen: 

Der Parameter A lässt sich auf eine und nur eine' 
Weise so bestimmen, dass die Gleichung (1) eine 
stetige und stetig dif fer entiierbare Lösung besitzt, 
welche im Intervalle (a,6) eine beliebig vorgeschrie- 
bene Anzahl von Malen verschwindet und in den 
Punkten a und b einer der Randbedingungen I, II, III 
genügt. 

Zu diesen Resultaten ist Sturm auf einem ziemlich müh- 
samen Wege gekommen. Später hat Picard^) das Theorem für 
den Fall I bewiesen, indem er die Existenz der ersten, im Inter- 
valle (a, b) nicht verschwindenden ausgezeichneten Lösung durch 
die Methode der successiven Approximationen bewies, und darauf 
die übrigen durch stetige Aenderung aus der ersten ermittelte. 

Der Fall IV ist besonders interessant, da er auf periodische 
Lösungen führt, wie im vorigen Kapitel bemerkt wurde, hat aber 
noch keine nähere Bearbeitung gefunden. 

Wir werden hier die Existenzbeweise für die vier Arten von 
Randbedingungen führen, indem wir von der Thatsache Gebrauch 
machen, dass die Differentialgleichung (1) als Lagrange'sche not- 
wendige Bedingung eines Variationsproblems aufgefasst werden 
kann^). Wir knüpfen also an das Dirichlet'sche Princip 
an, ersetzen aber die falsche Schlussweise durch einen strengen 
Beweis. Auf Grund der in den vorhergehenden Kapiteln ge- 



1) Siehe Encyk. d. math. Wiss. IIA 7a (Böcher) für Geschichtliches und 
für eine Zusammenfassung der Sturm'schen und späteren Arbeiten. 

2) Für eine Zusanmienfassung der Picard'schen Arbeiten siehe Picard's 
Traitö d'analyse 3 (1896) p. 105 ff. 

3) Siehe H. Weber. Math. Ann. Bd. I pg. 1 für die Behandlung der drei 
ersten Bandwertaufgaben der der Gleichung (1) entsprechenden partiellen Differen- 
tialgleichung Ju + lg> {xy y)u = durch die damals als richtig anerkannte Di- 
richlet'sche Schlussweise, 
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wonnenen allgemeinen Sätze wird es aber gelingen, diesen Beweis 
ohne Grenzübergang, d. h. ohne einen Convergenzbeweis durch- 
zuführen. 

§ 2. Die Existenz der ersten ausgezeichneten Lösungen 

der Gleichung: 

(1) ^+'.^y = ^ 

unter der Randbedingung: 

I. y(a) = 0, y(b) = 0. 

Wir legen das folgende Variationsproblem zu Q-runde: Da* 
Integral 

soll zn einem Minimum gemacht werden unter den 
Bedingungen, dass u(x) eine im Intervalle (a,b) stetige 
zweimal stetig differentiierbare Function ist, welche 
die Gleichungen 

u(a) = 0, u{b) = 

K(u) = f Äu^dx = 1 
a 

befriedigt, wo Ä die in der Differentialgleichung (1) vor- 
kommende im Intervalle (a, b) positive Function ist. 

Unter allen solchen Functionen u wissen wir nicht ob es eine 
giebt, welche dem Integral J den kleinsten Wert erteilt, dagegen 
ist es aber klar, dass es eine endliche bestimmte untere Grenze 
Iq aller dieser Werte von J geben muss. 

Wir behaupten: Diese untere Grenze l^ ist ein aus- 
gezeichneter Parameterwert für die Randbedingung I 
und zwar der kleinste: Die zu A^ gehörige ausge- 
zeichnete Lösung y^ der Greichung (1) unter der Be- 
dingung I ist die Lösung des aufgestellten Variations- 
problems. 

Zum Beweise dieser Behauptung nehmen wir das Gegenteil 
an, es wäre l^, kein ausgezeichneter Wert für die Randbedingung I. 

Nach der Definition von A^ können wir eine unendliche Reihe 
von Functionen 

**if **if **»> • • • 
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auserwählen derart, dass jede Fonction u^^ allen Bedingungen des 
Variationsproblems genügt, und dass ferner 



lim fC 



lim li^]dx = X. 



^V^. _ 



ist. Definieren wir dann eine unendliche Reihe stetiger Func- 
tionen 

iv In • • • 

durch die Gleichungen: 

(2) ^ + l,Au, = f,. 

unsere Annahme, dass k^ kein ausgezeichneter Farameterwert 
ist, führt dann dazu, dass wir die Functionen u^ in der Form: 

(3) u,{x) = -fGix,^)m)di 

a 

darstellen können , denn G (x, |), die Green'sche Function erster 
Art der Gleichung (1), existiert stets, wenn k kein ausgezeichneter 
Parameterwert für die Randbedingung I ist. 

Multiplicieren wir die Identität (2) mit «» und integrieren 
von a bis 6, so folgt, wenn wir die Rand- und die Integralbe- 
dingung für Uj^ und die Gleichung (3) beachten: 

K-j\^ dx = fuJndx = - ffQ{x,%)ax)mdxdt 

a ^ ' a a a 

Also folgt nach der Definition der Functionen w^: 

(4) lim S^fQ(x,l)ax)m)dxdl = 0. 

Ä = oo a a 

Es sei nun: 

9Pi> %> 9P8> • • • 

eine unendliche Reihe irgend welcher stetiger Functionen welche 
folgende Bedingung befriedigen: Es soll eine feste positive Zahl 
B geben, von der Art, dass für alle h die Ungleichheit: 



(5) ff0(x,i)q>,ix)q>,{^)dxdi 

a a 



B 



besteht. Wir behaupten dann, es gilt die Gleichung: 
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.» /.« 



(6) lim / / G{x, I) g>.(.^)m) dxdi = 0. 

h = oo a a 

Zorn Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es Hesse sich ans 
den Fonctionenpaaren f^j g?^ eine unendliche Reihe solcher , etwa 
die Paare: 

f'v 9>i ; fv 9Pi ; /i> 9i ; • • • 

aaswählen, derart, dass für alle h: 

a a 



(6') S^f^ G{x,i)<p'lx)m)äxd%>Q oder <q 



wäre, wo 9 im ersten FaUe eine positive, im zweiten FaUe eine 
negative von h unabhängige Zahl ist. 
Setzen wir daim: 



x» = 



9 



.h ph _ _. . "^ ~ B 



S j CK^,t)<p'.{o^)m)dxd{i) 



a a 



oder «fc = -^ 



je nachdem für das betreffende h das Doppelintegral: 

a a 

von Null verschieden oder gleich Null ist. Für alle h ist dann 
nach (B): 



9^1 



B 



0. 



Betrachten wir dann die durch die Gleichung: 
(7) rilx) = - fG(x, ö {f[{l) - X, q>m) dl 

a 

definierten Functionen: 

^l> ^8> %> • • • 

Die Function i^^ ist die in den Punkten a und h verschwin- 
dende stetige, stetig differentiierbare Lösung der Gleichung: 

(8) ^ + iMn = /'i-^*9>:. 
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Maltiplicieren wir diese Gleichung mit ij^ und integrieren von a 
bis 6, so folgt wegen (7): 

X. J Af,l dx-J [^) dx = -f j G(x, i)n(.x)m)dxd% 



a a 



+ *» /'/* G(^. i) \m) 9l(^) + ^I(*)9>i(l) ! ä"^ äi 



a a 



<ff^Ci{'»^d)9'i<^)m)d^ä%. 



a a 



Nun ist G{x^^ = G(S,a:), also können wir das zweite Integral 
rechter Hand umformen und bekommen: 

kJ Anldx-fi^dx = -f fG{x,%)f'Ax)m)dxdi 



+ ^»j''f G{x, 1) <pl{x)f'(^) dxdi 



a a 

Y 

a a 

a a 

Setzen wir: 

a a 

SO folgt nach der Definition von x^: 



-<ffGi'^,i)v:(^)9m^«>äi 



ff G {X, I) n {X) n (ö dx di = s„ 



K j Ät]ldx-j (-Jij dx = -s^ + m^x,Q, 

^0 m^ = 1, 2, oder 3 ist, je nachdem fär das betreffende h 
das Integral: 

/*/*ö<a;,|)9)i(af)9,i(|)da:d| 



a a 



positiv, Null oder negativ ist. Also ist auf alle Falle: 



A.jr^,:(ia;-jf (g)'e?^>«, + «.p> 



9" 
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Nach (4) ist : lim s^ = und -^ ist eine von h unabhängige 

h = oo -" 

feste positive Zahl. Folglich kann h so gross gewählt werden, 
etwa h = H, dass 

a a 

wird, ris ist also nicht identisch Null, und da -4 > ist, so ist: 






V p Ätil 



dx 



eine reelle Zahl. Setzen wir dann: 

u(x) = CfiJx), 

so ist u eine stetige zweimal stetig differentiierbare Functionen, 
welche den Bedingungen des Variationsproblems: 

u{a) = 0, u(p) = 0, j Äu'dx = 1 



genügt und für welche: 



r (—X 

Ja UiC/ 



dx 



ist. Nach der Definition von A^, ist dies aber unmöglich. Folg- 
lich ist die Annahme (6') falsch, und die Gleichung (6) muss Gel- 
tung haben unter der Bedingung (5). 

Für die Functionen 9^ wählen wir nun: 

q)Jix) = A(x)u^(x). 

Diese Functionen befriedigen die Bedingung (5) ; denn ist F das 
Maximum des absoluten Wertes von G(x, |) für x, | im Inter- 
valle (a, 6), so ist : 



[ff 

I a a 



f G(x, I) A{x) u,{x) A{i) «,(1) dx d| 



a a 



rff 



Ä(x) ujix) 



3 



dxd^. 
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Aber: 



h rh 



n 



a 



A(x)u^(x) 



A(l) u,(l) 



dxdl = j 7 A(x)uJ^x) dx \ 



^ (6-0)/* A^<dx. 



Denn nach einem Satz von Schwarz ^) ist für irgend zwei Func- 
tionen 9, ^: 



{/ q>^dx \ ^< f q>^dx J if^dx. 
a 3 a a 



Schreiben wir A für das Maximum von A{x) so folgt: 



ff G(x, I) A{x) u,(x) A{i) w,(g) dx dl 



rA{b^) 



denn für alle h ist 



pb ^ 
J Auldx = 1. 



Die Functionen g?^ = Auj^ genügen also der Bedingung (5), 
und folglich ist nach (6): 



b pb 



lim / / G{x, ö A{x) u,(x) /;(!) dxdi = 0, 

h = oo a a 



oder nach (3) : 



lim J A[x)u\{x)dx = 0. 



Ä = CX3 



Diese Gleichung ist aber unmöglich, denn für alle h ist : 

pb . 

J A{x)uf{x)dx = 1 

a 

und folglich ist die Annahme falsch, dass Iq kein ausgezeichneter 
Wert für die Randbedingung I ist. 

Die untere Grenze l^ ist also eine Nullstelle der Function 
tf,(A) und folglich nach den Sätzen des vorigen Kapitels existiert 
für A = Aq eine ausgezeichnete Lösung y^ der Gleichung (1) 



1) Ges. Abb. I, p. 251. 
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unter der Eandbedingang I. Den constanten Factor von y^ den- 
ken wir uns so bestimmt, dass: 

K{y,) =f^Ay\dx^ 1 



a 



ist. Die Losung y^ befriedigt dann allen Bedingungen- des Vari- 
tionsproblems, und aus der Differentialgleichung : 

folgt durch Multiplication mit y^^ und Integration von a bis 6: 



•'w = / (#)'*' = '•• 



Die ausgezeichnete L ö s ung y^ ist also die Lösung 
des Variationsproblems. 

Iq ist der kleinste ausgezeichnete Parameter- 
wert für die Randbediugung I, denn gäbe es einen kleineren, 
A*, so würde die zugehörige Lösung y*, wenn ihr constanter 
Factor so bestimmt wird, dass sie der Bedingung ifi^ = 1 ge- 
nügt , allen Bedingungen des Variationsproblems genügen und 
dem Integral J den Wert A* < X^ erteilen, und dies ist un- 
möglich. 

Die am Anfang des § aufgestellten Behauptungen 
sind also bewiesen. 

Der erste ausgezeichnete Parameterwert X^ 
wächst mit abnehmendem Intervalle. Betrachten wir 
nämlich das Intervall') («, ^*)> ^* > *» ^^^'^ die Function: 

M = y^ für a < ic ^ 6 
tt = für h ^ X <h*. 
Es ist: 

K\u) = f\uUx = 1 ; J\u) = f (^y d^ = Ao, 
aber u kann nicht die Minimalfunction sein für das in Bezug auf 



1) Die Ftmction A(x) denken wir uns in das Intervall (5, h*) unter der 
früheren Bedingung A >- stetig fortgesetzt. 

3* 



• 



■ • 



• . "• 

» 
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das Intervall (a, b) gebildete Variationsproblem, denn sie ist 
keine Lösung der Gleichung : 

WO l im ganzen Intervalle (a, 6*) denselben Wert hat, d. h. u 
befriedigt nicht eine notwendige Bedingung des Variationspro- 
blems '^), und folglich, wie die Variationsrechnung lehrt, muss es 
eine Function geben welche allen Bedingungen des für das Inter- 
vall (a, b*) gebildeten Variationsproblems genügt und dem In- 
graJ e7* einen kleineren Wert als l^ erteilt. M. a. W. die 
untere Grenze von J für das in Bezug auf (a, i*) gebildete 
Variationsproblem , d. h. der erste ausgezeichnete Parameterwert 
für das Intervall (a, 6*), ist kleiner als k^. Umgekehrt also 
nimmt der erste ausgezeichnete Wert l^ mit abnehmendem Inter- 
valle zu. 

Die erste ausgezeichnete Lösung y^ verschwindet 
nicht innerhalb des Intervalls (a, &). Denn hätte sie eine 
Nulls teile x^, so existiere für das Intervall (dj x^) eine ausge- 
zeichnete Lösung der Gleichung (1) unter der Randbedingung I. 
D. h. Aq wäre ein ausgezeichneter Parameterwert für das Inter- 
vall (a, Xq)j und dies ist nach dem oben Gesagten unmöglich. 

§ 3. Ein Hilfssatz. 

Wir beweisen für spätere Anwendung den folgenden Satz, 
der auch für sich nicht ohne Interesse sein dürfte: 
Ist 

eine unendliche Reihe irgend welcher Annährungs- 
functionen für das im § 2 aufgestellten Variations- 
problem, d.h. genügen alle Uj, den Bedingungen des 
Problems und ist 



a 



SO existiert der lim Uj^ und es ist: 

lim % = y^. 



1) Siehe z. B. H. Weber, Partielle Differentialgleichungen der Matii. Physik, 
ßraunschweig 1901. 13d. II. pg. 2ö7. 
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Zorn Beweise dieser Behaaptang werden wir zeigen, dass 
die G-leichung 

lim r |^ + A„^M»Uda; = 



(«) 



a 



für alle stetigen, zweimal stetig differentiierbaren 
Functionen v besteht, welche für x = a und x = b 
verschwinden. 

Diese Gleichung entspricht genau der Torderung des Ver- 
schwindens der ersten Variation für ein isoperimetrisches Problem 
in der gewöhnlichen Variationsrechnung, auch lässt sich die Glei- 
chung durch dieselben Methoden beweisen^). 

Es sei zunächst 

w^, w^, w^j ... 

eine unendliche Reihe stetiger, zweimal stetig differentiierbarer 
Functionen, welche für x = a und x = b verschwinden und den 
zwei Bedingungen genügen, erstens: 



(ß) 



pb 
J Auj^to^dx = 



a 



und zweitens soll es eine feste Zahl D geben, derart, dass für 
alle h 



(y) 






dx 



D, 



i:m 



dx 



D, 



ist. Dann muss die Gleichung bestehen: 



w 



lim / 



^ dur. dw. 



dx dx 



dx = 



Zxmi Beweise nehmen wir im Gegenteil an, es Hesse sich aus dem 
Functionenpaaren w,,, Wj^ eine unendliche Reihe solcher, etwa die 
Paare 



i[,w[; w;,w;;; u',,w',] 



auswählen derart, dass für alle h: 

^ dwl du 



i 



dx dx 



dx^Q oder < q 



1) Wir folgen der Darstellung bei H. Weber (Die partiellen Differential- 
gleichungen der mathemat. Physik, Bd. II, p. 284) und machen nur die Aende- 
rungen die genötigt sind durch die Annahme einer unendlichen Reihe annähernder 
Functionen an Stelle einer Minimalfunction. 
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ist, wo ^ im ersten Falle eine positive, im zweiten Falle eine 
negative feste Zahl ist. 

Bilden wir dann die Functionen^): 

Jede Function üj, verschwindet für x = a und x = h. Ferner 
befriedigt sie die Bedingung 

a 

wenn die Constanten d^ als Functionen der einen Gonstanten c 
durch die Gleichung 

1 + c'd, = +i/l ^c\f^ 



fAu:dx = i, 



Awldx 



bestimmt werden. Jedes dj^ wird dann nach (y) reell, wenn wir 
c' <: -yy nehmen. Wenn c der Null sich nähert , nähert sich dj, 
dem Werte 

-i/ Awldx, 
a 

bleibt also nach (y) unterhalb einer endlichen Grenze. 

Jedes Uj, befriedigt also alle Bedingungen des Variations- 
problems, und es ist: 

wo |0ft| für alle ä, und für alle noch so kleine c unterhalb einer 
angebbaren festen endlichen Grenze bleibt, etwa 



Wählen wir dann c, sodass 

c(k:0, |c|<: ^ 

1) Der Uebersichtlichkeit halber schreiben wir 

i«A, w„ für ul, wi 
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ist, so ist für alle h: 

Nehmen wir dann h so gross, etwa h = H, dass 
ist, so folgt: 



a 



Dieses ist aber anmöglich, denn A^ ist die untere Grenze aller 
Werte des Integrals J unter den aufgestellten Bedingungen, und 
folglich gilt die Grleichung (*). 
Nehmen wir nun 

tOj^ == v — Uj.f Au^vdx 

a 

wo V irgend eine stetige, zweimal stetig stetig differentiierbare 
Function ist, welche für x = a und x = b verschwindet. Diese 
Functionen w^ verschwinden für x = a und x = b und befriedigen 
die Bedingungen (/S), (y), wie man unter Berücksichtigung der 
Eigenschaften der Functionen ti^ und Benutzung der im vorigen 
§ erwähnten Ungleichheit von Schwarz leicht zeigen kann. Folg- 
lich ist nach (S): 



h 

Aber 

b 

h = 00 Ja 

Also folgt durch teilweise Integration: 

■Hd-u, 



s»„ X'(w)'^ = *•• 



s°coi{^+'-^«'H=» 



und folglich ist die Behauptung über die Grleichung (a) bewiesen. 
Die unstetige Function 

y = y^ für a<a?<g 

= für |<:a?<6 

kann durch eine stetige, zweimal stetig differentiierbare Function 



X 
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V beliebig angenähert werden. Also ist für alle % im Intervalle 
(a, 6): 

Um \ V^-\-X^Au\y^dx = 0. 

Noch teilweise Integration, da 

^ + A,^y, = und y,(a) = = t*,(a) 
ist, folgt für alle |, oder für alle o?, wenn wir | mit x vertauschen : 

Bezeichnen wir die Function in den Klammern mit 6^» so ist für 
alle x\ 

o + ShMJ -yf-j] a<XQ' 

Für alle x ist aber lima^ = 0; also ist 

lim u^ = cy^. 

Ä=r (X) 

Nach den Bedingungen 

/ Äuldx = 1, / J-yJöte == 1, 

a a 

folgt c = 1 und der Hilfssatzt ist bewiesen. 

Ist nun yl irgend eine ausgezeichnete Lösung der Gleichung 
(1) für X = X^ unter der Randbedingung I, deren constanter 
Factor so bestimmt ist, dass sie der Bedingung K = 1 genügt, 
so ist yl wie y^ eine Lösung des im § 2 aufgestellten Variations- 
problems. Nehmen wir dann in dem obigen Hilfssatz: 

u, = yl (Ä=l,2,...) 

so folgt 

und folglich existiert für X = A^ keine von y^ linear 
unabhängige ausgezeichnete Lösung der Gleichung 
(1) unter der Randbedingung I, ein Resultat, welches sich 
auch in anderer Weise leicht ergiebt. 
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§ 4. Die Existenz unendlich vieler ausgezeichneter 
Lösungen für die Bandbedingung I. 

Betrachten wir das folgende Variationsproblem: Das Inte- 
gral 

soll zu einem Minimum gemacht werden, unter den 
Bedingungen: 

u(a) = = u(b)'j K{u) =/ Au*dx = 1; i(yo» ^) = / ^^l/odx = 

a a 

und denselben Stetigkeitsbedingungen wie früher. 

Nur durch die letzte, die Function y^ ausschliessende Be- 
dingung L (^0, u) = unterscheidet sich also dieses Problem von 
dem früheren. 

Die untere Grenze aller Werte von J unter diesen Be- 
dingungen nennen wir k^. Wir behaupten, dass k^ der dem 
Iq nächste ausgezeichnete Parameterwert für die 
Randbedingung I ist, und dass die dem Parameter- 
werte Aj entsprechende ausgezeichnete Lösung y^ 
der Gleichung (1) unter der Randbedingung I die 
Lösung des neuen Variationsproblems ist. 

Wählen wir die unendliche Reihe 

aus, von der Art, dass jedes w» allen Bedingungen des neuen Pro- 
blems genügt, und dass 

lim / [-T^] dx = l. ist. 
Wir zeigen zunächst, dass 

ist. Die zuletzt gewählten Functionen m^ befriedigen alle Be- 
dingungen des im § 2 aufgestellten Variationsproblems. Wäre 
nun Aj = Aq, so würde nach dem Hilfssatze des § 3 folgen: 

limu^ = y^. 
Nach der Bedingung 

J Äu^y, = 
a 

ist dies unmöglich, und folglich ist A^ > X^. 
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Schreiben wir non: 

(2) ^ + l,Äu, = f,(x). 

Unsere Behauptung zu beweisen, nehmen wir im Gegenteü an, es 
wäre Ai kein ausgezeichneter Parameterwert für die Randbedingung 
I. Diese Annnahme führt dann dazu, dass die Functionen u^ in 
der Form 

(3) u,ix) = -f0ix,i)U^)di 

a 

dargestellt werden können, wo O die Green' sehe Function erster 
Art der Gleichung (1) für A = Aj ist, denn diese Function exi- 
stiert für alle Parameterwerte, ausgenommen die ausgezeichneten 
"Werthe für die Randbedingung I. 
Wie früher folgt dann: 

(4) lim ffa (X, I) /; (x) /; (i)dxdi = o. 

Ä = oo a a 
Wir behaupten nun: Die Gleichung 

(6) lim ff^G{x,%)q>,{x)a%)dxd% = 

h = oo a a 

muss für alle Functionenreihen 

bestehen, welche den zwei folgenden Bedingungen genügen: Erstens 
soll es wie früher eine positive feste Zahl 2? geben, derart, dass 
für alle h: 

(5) ffG{x,%)q>,{x),pS)dxdi, <B 

a a 
ist; und zweitens soll für alle h 

(5') J (p,{x)y,{x)dx = 

a 
sein. 

Ist nämlich die Bedingung (5') erfüllt, dann befriedigen die 

Functionen 

V.(^) = -/ö(aj,|)(/;(|)-x,<p,(g))d|, 

a 

WO die x^ Constante sind, nicht nur die Rand- und Stetigkeits- 
bedingungen des Yariationsproblems, sondern auch die Bedingung : 
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J Äfi,y,dx = 0; 

a 
denn multiplicieren wir die für rj^ geltende Gleichung: 

mit y^ und integrieren von a bis 6, so folgt: 

(7) f n.^äx + X, f An,y,dx = f f.yjx. 

*^a ^a ^a 

Aus den Grleichungen: 

folgt aber, da alle w^ der Bedingung L (y^, w) = genügen : 

und folglich wird (7): 



/V.<r«=/V$-^"-)^-». 



a 

Es ist X^^>' Xqj also genügen alle Functionen ij^ der Bedingung 
J-'iVoi^) = ö» ^^so sämmtlichen Bedingungen des neuen Variations- 
problems bis auf die eine : 

J Ärildx = 1, 
a 

welche wie früher zuletzt berücksichtigt werden kann. Genau wie 
früher folgt dann die Gültigkeit der Gleichung (6) unter den Be- 
dingungen (5), (5'). 
Die Functionen 

genügen wir früher der Bedingung (5), und, da in diesem Falle, 

f ÄUj^y^dx = 

ist, so genügen sie auch (5'). Folglich ist nach (6) : 

lim ff G(x,i)A(x)u,(x)f^{i)dxdi = Um f Ä(x)ul(x)dx = 
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und dies steht mit 



J Ä{x)ul(x)dx = 1 
a 



in Widerspruch. 

Also muss Aj ein ausgezeichneter Parameterwert 
für die Randbedingung I sein, und es existiert für X = k^ 
eine ausgezeichnete Lösung y^ der Gleichung 

^^Uy = 

unter der Randbedingung I. Den constanten Factor der Function 
f/j denken wir uns so bestimmt dass 

fÄi/[dx = 1 

a 

ist. 

DieFunction t/j ist die Lösung des zweiten Varia- 
tionsproblems, denn aus den Differentialgleichungen für y^ 
und «/i folgt 

J Ay,y,dx = 0; 
a 

also befriedigt y^ alle Bedingungen des Problems, und aus der 
Differentialgleichung für y^ folgt: 



m) 



Ferner ist Aj der dem A^ nächste ausgezeichnete Parameter- 
wert, denn gäbe es einen anderen A*, Ao<A*<Aj, so wäre die zuge- 
hörige Lösung y*, wenn ihr constanter Factor so bestimmt wäre 
dass sie der Bedingung K = l befriedigt, eine Function welche 
den Bedingungen des letzten Variationsproblems genügt und dem 
Integrale J den Wert A* <A^ erteilt, und dies ist nach der Definition * 
von Aj unmöglich. 

Analog dem Hilfssatze des § 3 gilt nun der Satz: 

Ist Wj, Wj, Wg, irgend eine unendliche Reihe 

annähr ender Functionen^) für das zweite Variations- 
problem, so ist 



1) D. h. wie früher, genügen sie allen Bedingungen des Problems; %(a) = 
= Uj, (b) ; K(un) = 1, i (^o, w J = 0, und ist lim /(%) = X^, 
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Ä = CX3*** ~ ^»• 



Man zeigt zuerst, genau wie im § 3, dass die Gleichung 
(d) lim (^ duj, dw. 



lim r 



dx dx 



dx = Q 



befriedigt wird für alle Functionen Wj, welche die Bedingungen : 

J> b 

w^(a) = = w^(b)] J Äij^wjx = 0; J Ay.w^dx = 

a a 



und ausserdem die Bedingung 



A<- -"■ lim 



dx 



D 



befriedigen, wo D eine feste Zahl ist. 
Nehmen wir dann 



w 



h 



= v-yj Avy^dx-Uj^J Avu^dx 
a a 



SO befriedigt wie früher Wj^ allen Bedingungen, also folgt nach (d) 



lim I f 



* dv du. 



dx dx 



-f 

Ja 



dy^ du 



h 



dx dx 



rb 

dx I Avy^ 
^a 



dx 



-r(^)"*r^"*''^} = " 



Dabei ist v irgend eine für a; = a und a? = 6 verschwindende 

Function. Aus der Differentialgleichung für y^ und der Gleichung 

J> rb ^y ^^ 

J Ay^ Mfc dx = folgt dass / -~ -—- dx = ist. Also wie in 

§ 3, da lim J l^Jd^ = k, ist: lim T j^ + A,^w,Ue?a; = 0. 

Genau wie vorhin zeigt man dann: 

lim M, = y,. 

Hieraus folgt wie im § 3, dass keine von y^ linear unabhängige 
ausgezeichnete Lösung der Gleichung (1) für A = Aj unter der 
Randbedingung I existiert. 

Die dritte und die weiteren ausgezeichneten Lö- 
sungen. 

Legen wir das Problem zu Grunde: J(u) Minimum, unter 
allen Bedingungen des letzten Problems und der neuen: 
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Hvii'^) =J ^^Vidx = 

a 

und bezeichnen wir die untere Grenze aller Werte von J unter 
diesen Bedingungen mit A,. Wie für den letzten Fall folgt nach 
dem obigen Hilfssatze dass A,>A, ist, und dass A, ein neuer, dem 
Aj nächste, ausgezeichneter Parameterwert ist, denn es ist nur 
zu beachten) dass die variierten Functionen 

nM = -A(^,l)(/;(l)-*»9»(l))<«l 

a 

die neue Bedingung L(y^,u) = befriedigen, und durch den 
früheren Ansatz g)j, = Auj^ wird dies erreicht, da die m^ in diesem 
Falle der Bedingung L{y^,u) = genügen. Wie früher ist die 
zu Aj zugehörige ausgezeichnete Lösung y, die Lösung des neuen 
Minimumproblems, u. s. w. 

Das Verfahren lässt sich unbegrenzt fortsetzen, und folglich 
haben wir das Theorem gewonnen: 

Es existiert eine unendliche Reihe ausgezeich- 
neter Parameter wert: 



A Aq, Aj, A„ ..... 

und zugehöriger Lösungen: 

y = Vo^ yvVv 

der Differentialgleichung: 

(1) ^ + ^M^)y = o 

anter der Bandbedingnng: 

I. y(a) = 0, y(b) = 0. 

Die Function y^ ist die Lösung des Variations- 
problems J{ü) = Min. unter den Bedingungen: 

«(o) = 0, u(6) = 0, K{u) = l, L(if^,u) = J Ayjudx = 0, 

(J = 0,l...,i-1) 

und erteilt dem Integrale J den Minimalwert A,-. 

Diese Beihen enthalten sämmtliche ausgezeich- 
neten Parameterwerte und Lösungen für die Rand- 
bedingung L 
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Um die Parameterwerte und Lösungen für diese Randbe- 
dingung von denen für die übrigen, II, III, IV zu unterscheiden, 
werden wir diese mit: 



X = Ai,o, Ai,i, Ai,2, 
y = yi.0, yi.1, yi.2, 
bezeichnen. 



§ 5. Existenz der ausgezeichneten Lösungen für die 

Bandbedingung 11: 

n. ^ = für a? = o und a? = 6. 
ax 

Der Beweis für die Existenz der ausgezeichneten Lösungen 
in diesem Falle ist dem früheren ganz analog. Wir deuten nur 
auf die nötigen Aenderungen hin. 

Das Variationsproblem: 



J(u) = I {-^) dx = Minimum 



unter der Bedingung: 



» = / 



K{u) =J Au^clx = 1, 
a 

aber gar keiner Randbedingung, besitzt die Lösung u = Gonst. 
Der zugehörige Minimalwert von J ist Null, und dementsprechend 
sind in der That An,o = und 3/n,o = Const. die ersten ausge- 
zeichneten Parameterwert und Lösung für die Differentialgleichung 
(1) unter der RandbedinguDg II. 

Legen wir das Problem zu Grunde: J{u) = Minimum, unter 
den Bedingungen 

K{u) = 1, I/(yn,o,w) = J Äyu,oudx = Const.J Äudx = 0. 

a a 

Die untere Grenze der Werte von J unter diesen Bedingungen 
nennen wir An,i. Diese untere Grenze An,i wird nicht geändert 
wenn wir noch die Bedingung: 

-— - = für X = a und x = b 
ax 

auf die Functionen v auflegen, denn durch beliebig kleine Aenderung 
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von u in der beliebigen Nähe der Stellen x = a nnd n? = 6 werden 
diese Gleichungen erfüllt ^). 

Wir können also eine unendliche Functionenreihe : 

^V ^«» **8> • • • • 

auswählen, derart, dass jedes Uj^ allen Bedingungen des Variations- 
problems und auch der letzten Randbedingung genügen, und dass 
lim J{Uj) = An.i ist. 

Wäre nun An.i = Aii,o = 0, so würden die Functionen w^ eine Reihe 
Annäherungsf unctionen für das erste Variationsproblem sein. Genau 
wie im § 3 würde dann folgen dass lim w^ = yu^ ist. Nach der 
Bedingung L (yn,oj w J = ist dies aber unmöglich, und folglich ist 

Der Beweis, dass An.i ein ausgezeichneter Wert ist, lautet 
genau wie für Ai,i unter Benutzung des Satzes, dass die Green'sche 
Function zweiter Art der Differentialgleichung (1) für alle 
Werte von A ausgenommen die ausgezeichneten Werte für die 
Randbedingung 11 stets existiert. Unter der Annahme, dass An,! 
kein ausgezeichneter Wert ist, gestatten also die Functionen u^^ 
der Darstellung 

t*.(^) = -/ 0.(^,1)/; (1)4 

a 

denn die u^ erfüllen die homogene Randbedingung II. 

Wie für den Fall I ist An,i der dem An,o nächste ausgezeichnete 
Wert für den Fall II, d. h. der kleinste, der von Null verschieden 
ist. Die zu An,i gehörige Lösung yn.i der Differentialgleichung (1) 
unter der Randbedingung II, deren constanter Factor wir so be- 
stimmt denken, dass K{yTi,i) = 1 ist, bildet, wie im Falle I, die 
Lösung des betreffenden Variationsproblems, und es existiert keine 
von yu,i linear unabhängige ausgezeichnete Lösung der Randwert- 
aufgabe für k = An,i. 

Der Wert An,i nimmt mit abnehmendem In tervalle 
z u. Denn betrachten wir im Intervalle (o, 6*), 6* > 6, die Function : 

u = yn,i(^) + *; a<x^b 
= ynAb) + d; b<x<b*, 



1) Dies hängt damit zusammen , dass man bei einem Variationsproblem 
/ flxj y, -^j dx = Min., niemals eine Bedingung für -^ in den Punkten a und 6 



a 

vorschreiben darf. 
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wo 



^)/ 



yuA{b)J Ädx 
g 



ist, also 



J Audx = 
a 



Da ?"*' fiir x = b verschwindet, sind yrt,i (6) und folglich * von 
Null verschieden^). Nun ist: 



f^*(duY 
Ja [dx) 



dx 

An,i (a, 6) 



/ ^uV^ 1 + 8'fÄdx+2dynAl)fAdx+(yn,^{b)yf Adx 

a a a a 

Die letzten drei Glieder im Nenner bilden eine positiv definite 
Form. Multiplicieren wir u mit einer Constanten c so dass 

J A{cuydx = 1 
a 

wird ; dabei ist c <: 1 und cu also eine Function welche alle Be- 
dingungen des auf das Intervall (ör,l*) bezogenen Variations- 
problems befriedigt, und es ist 

Folglich ist, nach der Definition des ersten von Null verschieden 
ausgezeichneten Wert An,i, 

An,i (a, i*) < fe.i(<»> *)• 
M. a. W. An^ nimmt mit abnehmenden Intervalle zu. 



1) Denn eine stetig differentiierbare Lösung der Differentialgleichung (1) 
kann nicht gleichzeitig mit ihrer Ableitung verschwinden. Sind nämlich ri^y i], 

irgend zwei linear unabhängige Lösungen von (1) so folgt -r^j- n^ — Vt "J^F = 
-—- (^ T?, - m -^) = also -^ ,,, - T,^ -^ == Const. 4= 0. FolgUch können 

iji und -^- nicht gleichzeitig verschwinden. 

4 
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Die Function yn,! verschwindet nur einmal im 
Intervalle («, 6), denn hätte sie zwei Nullstellen in (a, 6) , so 
liege zwischen diesen eine Stelle x^ wo ihre Ableitung verschwindet. 
An,i wäre dann ein von Null verschiedener ausgezeichneter Para- 
meterwert für das Intervall (a, a?o) und dies ist nach dem oben 
Gesagten unmöglich. 

Die Existenz der unendlich vielen weiteren ausgezeichneten 
Lösungen für diesen Fall folgt genau wie im Falle I. Wir ge- 
gewinnen also den Satz : 

Es existiert eine unendliche Reihe ausgezeich- 
neter Parameterwerte: 



^ = An,o, An,i, An,2, 

und zugehöriger Lösungen: 

y = j(n.o, yiiA, yn.2, 

der Differentialgleichung (1) unter der Bandbe- 
dingung IL 

Die Function yn,» ist die Lösung des Variations- 
problems J(u) = Minimum unter den Bedingungen: 

K{u) = 1, Liyn^jjU) = f Äyn,,udx = 0, (j = 0, 1,..., t-1) 

a 

und erteilt dem Integral J den Wert An,,-. 

Die obigen Reihen enthalten sämmtliche ausge- 
zeichneten Parameterwerte und Lösung für die 
Randbedingung IL 



§6. 



Existenz der ausgezeichneten Lösungen für die 

Bandbedingung lU: 



ni. 



y+cc 



y+ß 



dy_ 
dx 

dy 
dx 



= 



}x = b ) 



a<0</S. 



Betrachten wir folgendes Yariationsproblem ^) : 
Jm(u) = j^ {^^jdx—^u(a)y+j-iu(b)y== Mini 



mmum 



> 



1) Falls a = ist, lassen wir das mit — multiplicierte Glied in Jm. weg, und 
schreiben die Eandbedingung y(a) = vor, und ähnlich für ß = 0. 



— 61 - 
nnter der Bedingung 

K(u) = J Au^dx = 1, 

a 

und bezeichnen wir die untere Grenze der Werte von Jm unter 

diesen Bedingungen mit Ani,o. Der Wert dieser unteren Grenze 

wird nicht geändert, wie im Fall 11, wenn über die Werte von 

du ^~^ 

-T- an den Endpunkten a und 6 verfügt wird. Wir können dann 

eine unendliche Functionenreihe 

Wj , t*j , tij , ... 

auswählen von der Art, dass jedes u^^ allen Bedingungen des 
Problems und ausserdem noch der Randbedingung III genügt, und 
dass: 

lim e7"in(wj = Aiii,o 

ist. Der Beweis, dass Ani,o ein ausgezeichneter Parameterwert für 
die Randbedingung III ist, lautet genau wie für den Wert Ai,o im 
Falle I, nur tritt der Ausdruck Jni jedesmal an Stelle des Inte- 
grals J, Der Wert Ani,o ist der kleinste ausgezeichnete Parameter- 
wert für die Bedingung III, und die zu Ain,o zugehörige Lösung 
ymjüi deren constante Factor so bestimmt werden möge, dass 
^(ym,o) = 1 ist, ist die Lösung des aufgestellten Variationsproblems. 
Es existiert für X = m^o keine von yni.o lineare unabhängige Lösung 
der Gleichung (1) unter der Randbedingung III. 

Die Function ym,o verschwindet nicht im Inter- 
valle (a, />), denn hätte sie eine Nullstelle in (a, 6) so könnten 
wir einen Teil von yni,o mit — yrn.fi ersetzen. Die so gebildete 
Function würde dem Ausdrucke Jm den Wert Aiii,o erteilen und 
die Bedingung K = 1 befriedigen und wäre also eine Minimal- 
function für das Variationsproblem. Dies ist aber unmöglich, denn 
sie besitzt eine unstetige Ableitung ^) , und nach der Variations- 
rechnung muss jede Minimalfunction eine stetig differentiierbare 
Lösung der Lagrange' sehen Differentialgleichung des Problems sein. 

Der Wert Ain,o nimmt mit abnehmendem Inter- 
valle zu, denn betrachten wir im Intervalle (a, 6*), 6*r>6, die 
Function 



1) Da wie oben bemerkt eine Lösung der Differentialgleichung (1) ver- 
schwindet nicht gleichzeitig mit ihrer Ableitung. 

4* 



Es ist 
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u = ym,o{^) für a<x<h 
w = yin,o(6) für 6<a;<6*. 

«Till (w) Am.o 



j Au^dx l + (yin,o{6))V ^<^ 

und yin,o(&) 4= 0, denn wäre ym.o(6) = 0, so wäre nach III auch 
\^'^ = für X = b, und dies ist unmöglich. Also folgt wie 

im Falle II ; Ain,o («» &) > ^m,o (« 6*). 

Die Existenz der weiteren ausgezeichneten Lösungen für 
diesen Fall folgt genau wie im Falle I; also gilt der Satz: 

Es existiert eine unendliche Reihe ausgezeich- 
neter Parameterwerte 

A = Ain,o> ^nuh Am,2j • • • 
und zugehöriger Lösungen: 

y = ym,oj ym,i, ym^j • . • 

der Differentialgleichung (1) unter der Randbe- 
dingung 111: 

Die Function ym,,- ist die Lösung des Variations- 
problems e7iu(w) = Minimum unter den Bedingungen: 

K(u) = 1, Liymjj u) — J Äymjudx = 0, (; = 0, ..., i-1). 

a 

und erteilt dem Ausdrucke Jm den Wert Am^. 

Die obigen Reihen enthalten sämmtliche ausge- 
zeichneten Parameterwerte und Lösungen für die 
Randbedingung III. 

§ 7. Existenz der periodischen Lösungen. 

Wir setzen voraus, dass die im Intervalle {a, b) positive 
Function A der Gleichung 

(1) ^+^^y = 

periodisch von der Periode 6 — a ist, und schreiben die Rand- 
bedingung : 



IV. 
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y(a) = y(b) 



vor. Es handelt sich dann am die Existenz periodischer Lösungen 
der Grleichong (1). 

Das Yariationsproblem 

J{u) = I [-T-]^ = Minimum, 

unter der Bedingung 

u(a) = ti(6); K{u) = } AuHx = 1, 

a 

besitzt wie im Falle 11 die Lösung u = Const. Der zugehörige 
Minimal wert ist Null, und dementsprechend sind in der That 
Aiv,o = und yiv.o = Const. die ersten ausgezeichneten Parameter- 
werte und periodische Lösung. 

Betrachten wir nun folgendes Yariationsproblem : 



'^<«) == /(^y^'^ = ^^ 



imum, 



unter den Bedingungen : 

M(a) = w(6); Z'(ti) = } Au^dx = 1, L(j/jYfij w) = J ÄyiYfiudx = 0. 

a a 

Wir bezeichnen die untere Grenze der Werte von J unter 

diesen Bedingungen mit Aiv,i . Dieser Wert bleibt ungeändert, wie 

du 
im Falle II, wenn über den Wert von -j- an den Stellen a und b 

beliebig verfügt wird. Wir können dann eine unendliche Functionen- 
reihe: 

auswählen, von der Art, dass jedes Uj^ allen' Bedingungen des 
Yariationsproblems, und noch der Bedingung 






genügt, und dass lim J(Uj) = Aiy,i ist. 
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Wäre nun Aiv,i = Aiv,o = 0, so würde folgen, genau wie im § 3; 

lim / —^ vdx = 
Ja ^^ 

für alle Functionen v, welche der Bedingung t? (a) = v (6) genügen. 
Daraus folgt aber leicht, dass die Gleichung 

lim f^ rfo: = lim f^f = 
Jn dx* L dx la 



a 



für alle x bestehen müsste. Da aber ^^(a) = w^(&) ist, so könnte 
diese Gleichung nur dann bestehen wenn für alle x 

lim^=0 
dx 

wäre, d. h. lim u^(x) = Const. Nach der Bedingung: 

Z(yiv,o, Wfc) = Const. J ÄUf^dx = 

a 

ist dies aber unmöglich, und folglich ist 
Schreiben wir nun: 



dx' 



+ Aiv.i Auj^ = f^. 



Unter der Annahme, dass Aiv.i kein ausgezeichneter Wert für die 
Randbedingung IV ist, dass also die Green* sehe Function G(x,i) 
vierter Art der Gleichung (1) für X = Aiv.i existiert, gestatten 
dann die Functionen u^ der Darstellung: 

a 

denn sie befriedigen die Randbedingung IV. Der Beweis, dass 
Aiv,i ein ausgezeichneter Wert ist, lautet dann genau wieMn den 
früheren Fällen. Aiv.i ist der kleinste von Null verschiedene aus- 
gezeichnete Wert und die zugehörige periodische Lösung yiv.i der 
Differentialgleichung (1), wo Ä(x) periodisch ist, ist die Lösung 
des Variationsproblems. 

Definieren wir nun weiter Aiv,2 als die untere Grenze der 
Werte des Integrals J(u) unter den Bedingungen : 



f 
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u(a)^u(h); K(u) = l; L(yjyj,u) = 0, (; = 0, 1). 

Wir behaupten, dass Aiv.g ein ausgezeichneter Wert für die 
Sandbedingung IV ist. 

Diese Randbedingung unterscheidet sich von den übrigen 
dadurch, dass es nicht mehr unmöglich ist, dass Aiv,2 mit Aiv.i 
zusammenfällt, wie schon das Beispiel A = const. zeigt. Diesem 
Umstände werden wir Rechnung tragen, indem wir zunächst fol- 
gende Ungleichheiten beweisen: 

^iv.i ^ An.2 ^ Aiv.a • 
Wir zeigen zuerst, dass 

Aiv.i ^ Ai,i 
ist. Betrachten wir die Function 

u = yi,i + 0^1.0 
und bestimmen die Constante c, sodass 

f Audx = f Äyi^idx + cf Ayi^odx = 

a a a 

ist. Dies ist stets möglich, da im ganzen Intervalle j/i,o nicht 
verschwindet, u befriedigt dann die Bedingung i(yiv,o, w) = 0. 
Aus den Differentialgleichungen für yi^ und yi,i folgt leicht: 

/V.,...^-0, _('%»%!* -0. 

Also ist: 

Jju) _ Ai.i + c' Ai,o ^ 
K{u) ~ 1 + c* ='^'*'* 

Multiplicieren wir also u mit einer Constante c' < 1 , so dass 
K(c' m) = 1 wird, so folgt: 

oder, da c'm allen Bedingungen des zur Definition von Aiv.i auf- 
gestellten Variationsprobleme genügt, ist : 

Aiv.i = Ai,i* 
Wir zeigen zunächst, dass 



— se- 
ist. Betrachten wir die Function 

w = c^yiY.i + c.y + c,, 

wo y zunächst irgend eine Function ist, welche allen bei der 
Definition von Aiv,2 aufgestellten Bedingungen genügt; also ist: 

/ ^J/iv.i dx = 0, f Aydx = 0, / ilyiv.i ydx = 0, 

a a a 

y(a) = y(b); yiY.i(a) = yiv,i(b). 
Aus der Differentialgleichung für yiv.i folgt 

J dx dx 

Bestimmen wir nun die Constanten c«, sodass u allen bei der De- 
finition von Ai,i aufgestellten Forderungen gentigt, sodass also: 

u(a) = = u{b) 
J Ayi^oudx = 0, 
also 

Ayifi yiv.i dx + c^f Äyi^o ydx + c^f 

a a a 



c^f Äyifiyiv,\dx + c^f Äyi^oydx + c^f Äyi^odx = 0. 



Diese Bestimmung ist stets möglich, dass nicht alle c^ Null sind. 
Nun ist: 



J(u) _ 



e!A..+cJjf@-yd. 



^W c\ + cl + clfAdx 

a 

Nach der Definition von Aiv,2 können wir nun die Function 
y so wählen, dass 

*^(y)-^iv.2<:f 

ist, wo £ > eine beliebig kleine vorgeschriebene Zahl ist. Daraus 
folgt, wie in dem ersten Beweise, dass 

ist. 

Um zu beweisen, dass 



I Atiffn,! dx = 
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ist, nimmt man die Function 

u = c^yvr.i + cjf, 

wo y dieselbe Bedeutung wie oben hat. u genügt der Bedingung 

J Audx = 0. 
a 

Es lassen sich c^ , c, so bestimmen, dass 

a 

ist, und der Beweis folgt wie in den früheren Fällen. 
Es bleibt noch die Ungleichheit 

zu beweisen. Nehmen wir die Function : 

Dann befriedigt u die Bedingung 

pb 
J Audx = 0. 

Wir bestimmen c^, c, sodass 

Dann ist u(a) = u(b)] nun ist: 

K{u) - cl + cl =''''• 

Also folgt Aiv.i ^ An,2. 

Es gelten also die Beziehungen: 

Aiv,l = ^1,1 ^ ^IV,2 
^IV,l = ^11,2 ^ Aiv,2. 

Ist nun Aiv,2 >- ^iv,i> so folgt wie für die anderen Randbe- 
dingungen, dass Aiv,9 ein ausgezeichneter Parameterwert für die 
Randbedingung IV ist. 

Fällt aber Aiy,2 mit Aiy,i zusammen, so ist: 

^iv.i = ^1.1 = An,2 = Aiv,2. 

Sind nun w, v zwei Losungen der Differentialgleichung (1) für den- 
selben Wert von A, so folgt aus dem Green'schen Theorem : 
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[ 



dv du 1* 



U-i 



V 



= 0. 



a 



dx dx 
Nehmen wir u = yiv.i , v = yi^i , so folgt : 



'-H^] 



X = a 



dx 



1 = 0. 

x = h\ 



Ist yiv.i (a) = , so ist yiv,i = yi,i , denn für die Randbedingung I 
existiert nur eine ausgezeichnete Lösung für jeden ausgezeichneten 
Parameterwert. Ist yiv.i (<^) 4" , so genügt yi,i der Randbedin- 
gung IV. In beiden Fällen ist also yi,i eine ausgezeichnete Lö- 
sung für die Bedingung IV, d. h. eine Periodische Lösung. Kehmen 
wir dann in der Green' sehen Formel m = yi,i, v = yn,2, so folgt 



dx 



{yn.2(«)-yn.2(6)} = 0. 



x==a 



Also ist auch yir,2 eine periodische Lösung im Falle Aiv,2 == Aiv,i. 

Falls Aiv,2 = Aiv,i ist, so existiert für diesen Wert 
von X zwei lineare unabhängige periodische Lösungen 
der Gleichung (1), d.h. sämmtliche Lösungen der Gleichung 
für diesen Wert von A sind periodisch. 

Falls Aiv,2 = Aiv,i ist , identificieren wir yi,i mit yiv.i und yn,2 
mit yiv,2. 

Auf alle Fälle existieren für die Parameterwerte 

l = XjYQj AiV4, ^IV,2 ; (AlV.O < Aiv.l ^ Aiv,2) 

die linear unabhängigen periodischen Lösungen: 

y = yiY.o, yiv.i, yiv,2. 

Definieren wir nun Aiv,3 als die untere Grenze der Werte des 
Integrals J unter den Bedingungen: 

i*(a) = w(6); K(u) = l; Z(i/ivy,w) = (i = 0, 1, 2). 

Es zeigt sich ganz wie vorher, dass die Beziehungen: 

^IV,2 = Ai,2 ^ Ai7,8 
^IV,2 = Ail,8 ^ Aiv,8 

bestehen. Wäre nun Aiv,2 = Aiv,8, so würde folgen , dass yi,2 und 
f/n3 periodische Lösungen sind. Wir werden aber im nächsten 
Kapitel sehen , dass yn.s im Intervalle (a, 6) genau dreimal ver- 
schwindet. Da «/n,8 nicht an den Enden a und b verschwindet, so 
ist yii^(a) 4= yn^(P)i ^"id folglich ist 

AlV,2 < AiY,8. 



— so- 
wie für die anderen Randbedingungen folgt, dass iliv,8 ein 
ausgezeichneter Wert ist, und folglich existiert eine neue peri- 
odische Lösung yvffl. 

Wir können nun leicht von der n**° auf die Existenz der 
w + l*®° periodischen Lösung schliessen. Durch dieselbe Methode 
wie für Aiv,i und Aiv,2 schliesst man: 

Nehmen wir zuerst n als eine gerade Zahl an, n = 2m. Wir 
werden später sehen, dass «/n,2m-hiini Intervalle (^,6) 2m + 1 mal 
verschwindet. Also kann .Vn,2m+i keine periodische Lösung sein, 
und folglich wie im Falle des Aiv,8 ist: 

Dass Aiv,2fn+i ein ausgezeichneter Parameterwert für die Rand- 
bedingung IV ist, folgt dann wie für die anderen Randbedin- 
gungen. 

Ist dagegen n eine ungleiche Zahl, n = 2m + l, so kann 

AlV,2m+l = ^IV,2m+2 

sein. In diesem Falle sind yi,2m+i nnd yir,2m+2 periodische Lösungen. 
Es existiert also eine unendliche Reihe ausge- 
zeichneter Parameterwerte 

An,o = 0, Aiv.i, Aiv,2j • . • 
und periodischer Lösungen 

«/iv.o = const, yiv.i, yiv,2, ... 
der Differentialgleichung: 

^ + ^Ay = 0, 

WO A periodisch ist. 

Es gilt die Beziehung: 

AlV,2m-l = AlV,2m -< AlV,2«i+lj 

und auch bei zusammenfallenden Parameterwerten, 
Aiv,2m-i = Aiv,2mj slud dic Zugehörigen periodischen Lö- 
sungen «/iv,2m-i, yiv,2»« linear unabhängig. 

Die Function yiv, ist die Lösung des Variations- 






*■---":- 



- • * 
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Problems: 



j{ti) = I |-— j dx = Minimum , 



unter den Bedingungen: {j = 0, 1, ..., i — 1) 

u{a) = u(b), K{u) —f Äu^dx = 1, L(yiv,-,w) =/ Äyjyjudx = 0, 

a a 

und erteilt dem Integral J' den Wert A^. 

§ 8. Die Anzahl der Nullstellen der ausgezeichneten 
Lösungen für die Bandbedingung I, n, m. 

Durch seine Methode der successiven Approximationen beweist 
Picard^) die Existenz einer innerhalb des Intervalls (a, 6) nicht 
verschwindenden Lösung der Differentialgleichung (1) unter der 
Randbedingung I, d. h. die Existenz der Lösung yi,ound des aus- 
gezeichneten Parameterwertes Ai,o. Ferner zeigt er, dass Ai,o mit 
abnehmendem Intervalle zunimmt. Auf Grund dieser Thatsachen 
schliesst er ^) auf die Existenz der weiteren ausgezeichneten Lö- 
sungen für den Fall I, indem er durch stetige Aenderung der 
Intervalllänge auf einen Punkt *rc<j kommt, wo 

ist. In den beiden Intervallen (a, x^) (x^^ b) existieren erste aus- 
gezeichnete Lösungen, und durch Zusammensetzung bekommt er 
für diesen Parameterwert X = Ai,o («, x^) eine ausgezeichnete Lö- 
sung t/i für das Intervall («, b) welche im luüeren von (a, b) nur 
einmal, nämlich im Punkte ^Cq verschwindet, u. s. w. Diese Me- 
thode bietet den Vorteil dar, dass man die Anzahl der Nullstellen 
der verschiedenen Lösungen kontrolliert ; sie ist aber keiner Ver- 
allgemeinerung auf partielle Differentialgleichungen fähig. 

Wir haben in den vorhergehenden §§ bewiesen, dass die 
Function yi^o im Inneren des Intervalls (a, 6) nicht verschwindet, 
die Lösung yn.i für die Randbedingung II dagegen einmal und 
nur einmal^ und dass Ai,o und Xua mit abnehmendem Intervalle zu- 
nehmen. Auf Grund dieser Thatsachen schliesst man durch das 
Picard'sche Verfahren, denn dieses gilt mit der geringsten Aen- 
derung auch für die Randbedingung 11, auf das Resultat: 

Die ausgezeichneten Lösungen yi,,, y^ für die 



1) Picard, Traitä d'analyse III pg. 106 ff. 

2) loc. cit. p. 121. 
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Randbedingungen I and II verschwinden imal und 
nur imal im Innern des Intervalls (a, ü>). 
Aach anf die Randbedingung lU: 



y + cc 



dy_ 
dx 



= 0; 



x=:a 



y+ß 



dy 
dx 



] -0, 

]x = b 



lässt sich das Picard'sche Verfahren in etwas modificierter Form 
anwenden. Wir haben gesehen, dass die erste Lösung in diesem 
Falle, yiii,o, im Inneren des Intervalls nicht verschwindet. Um 
auf die Anzahl der Nullstellen der übrigen Lösungen zu scbliessen, 
betrachten wir als Hilfsfunctionen die ersten ausgezeichneten Lö- 
sungen im Falle a = und im Falle ß = 0. Die erste Lösung 
in beiden speciellen Fällen verschwindet nicht im Intervalle (a, 6) 
und der zugehörige Parameter wert, den wir im Falle « = mit 
K(ßi ^) *)> ™ Falle ß = mit ^^(a; a, b) bezeichnen woUen, nimmt 
mit abnehmendem Intervalle zu, und zwar stetig zu. Ferner 
wächst jeder Wert über alle Grenze, wenn die Intervalllänge 
unbegrenzt gegen Null convergiert, denn nach dem Satz III des 
Kapitels II kann man das Intervall so klein nehmen, dass irgend 
ein noch so grosser vorher gegebener Wert von A kein ausge- 
zeichneter Parameterwert für dieses Intervall ist. 

Die Factoren der ersten Lösungen mögen so bestimmt werden, 
dass die eine, etwa die für « = 0, im Intervalle positiv ist, die 
andere negativ. 

Ist für das Intervall (a, b) der eine Parameterwert , etwa 
Ao {ß, a, 6) , kleiner als der andere , A^ (a, a, b) , so lassen wir einen 
Punkt tti von a nach b rücken, bis 



Ao (/S, «1, b) = Ao (a, a, b) 



ist. 





a 




l>i ai 



a 



bi"----' a 



b a 






Lassen wir dann a^ weiter nach b wandern, während ein 
Punkt b^ sich von b nach a in der Weise bewegt, dass stets 

K (ßj «i> b) = A, (a, a, 6 J 
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bleibt. Für a^ == h^ haben wir dann,, wenn wir die constanten 
Factoren der diesen Parameterwerten entsprechenden ausgezeich- 
neten Lösungen so bestimmen, dass ihre ersten Ableitungen im 
Punkte ic = Oj = 6, übereinstimmen , eine im Intervalle (a, 6) 
einmal verschwindende ausgezeichnete Lösung für die allgemeine 
Randbedingung III. 

Multiplicieren wir nun den Teil dieser Function im Intervalle 
(a, 6 J mit — 1 und lassen a^ noch h und h^ nach a weiter rücken, 
und zwar in der Weise, dass stets 

bleibt; dieser Wert nimmt stets zu, und zwar über alle Grenzen, 
wenn h^ und a^ unbegrenzt den Punkten a und h sich nähern. 
Daher kommt eine Stelle, wo 

^0 ißi «1» 'b) = K («» «^ *i) = ^1.0 {K öl) 

ist. Wir haben dann im Intervalle (fij, aj eine erste innerhalb 
(a^, 6j) nicht verschwindende Lösung von (1) unter der Randbedin- 
gung L Durch geeignete Wahl der constanten Factoren der 
drei Functionen haben wir also eine neue ausgezeichnete Lösung 
der Differentialgleichung (l) unter der Randbedingung III, welche 
im Intervalle (a, h) zweimal verschwindet. 

Lassen wir h^ nach a, a^ nach h weiter rücken, so haben 
wir für 

eine dritte Lösung für die Randbedingung III, welche im Inter- 
valle (a, h) dreimal verschwindet, u. s. w. Auf neuem Wege haben 
wir also wieder die Existenz die ausgezeichneten Lösungen 

ynT,o, ym,\j yin.2, .. . 

bewiesen, und es gilt der Satz: 

Die ausgezeichnete Lösung «/m,»der Differential- 
gleichung (1) unter der Randbedingung III verschwindet 
im Intervalle (a, 6) imal und nur tmal. 

Das Stürmische Oscillationstheorem (Kapitel III § 1) 
für die Differentialgleichung 

(1) S + ^^^ = o 

haben wir auf neuem Wege bewiesen. 
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Kapitel IV. 

Die Existenz Ton Lösungen der Randwertaufgaben bei ge- 
wissen Systemen Ton Differentialgleiclinngen. 

§ 1. Allgemeine Sätze über die Existenz von Lösungen 

des Systems: 



(1) 



I. 



unter der Bandbedingung: 

y{a) = c, ^ <a) = d, 

y(b) = c, / B{b) = d^. 



Diese Randwertaufgabe nehmen wir als ein Beispiel für die 
Ausdehnung der Existenzsätze der Kapitel II, III auf Systeme. 
Nach Analogie mit den dort angestellten Ueberlegungen ist diese 
Ausdehnung leicht zu machen. 

Mit Hilfe der Grreen'schen Function erster Art der Gleichung 



dix? 



= 0: 



G(x,^)=(tzP^A fur ^<g 



b — a 

= (P-^n^- A für ^>| 
b — a 

wird die obige Randwertaufgabe, genau wie im Kapitel II § 2, 
auf die Auflösung des folgenden Systems von Integralgleichungen 
zurückgeführt ; 
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y(l) = 



dG(x, I) 
da; 



]-. 



dGjx, i) 
dx 



h 



-f^G(x,i)ax)dx 



(2) { 



+ xf G(x, i) \ Ä,,(x)y(x) + A„{x)e(x) \ dx 

a 
x=a x=sb (i 

+ X foix, l) \ A,lx) y{x) + A,lx) z{x) } äx. 



Nun kommt ein Hauptvorteil der Methode der Integral- 
gleichung zum Vorschein, denn dieses System ist ohne Elimination 
sofort auf eine einzige Integralgleichung zu reducieren. In der 
That ist dieses System vollständig aeqnivalent mit der einen In- 
tegralgleichung : 



(3) 



26-a 



u{%) = F{i) + X S A{x,%)u{x)äx, 

a 



WO die Functionen F^ A für alle Werte der Argumente zwi- 
.schen a und 2b— a durch folgende Grleichungen definiert sind, 
wobei a ^ a? ^ J, a ^ | ^ i ist: 



FiX) 



_ rö6?(a?,|)] \ dGix,i) 

~ ' l dx~\ ^* [ dx 

x=a 



fG{x,i)ax)dx 



x=b 



FiHh-a) = d\^'^] -ä,[^^] -S\x,m^)dx 

x=a x=b 

A{x,l)^ G{x,i)A,,(x) 

A(x + h-a,i) = G{x,i)A,,{x) 

A{x,i + b-a) = Gix,i)A,,(x) 

Aix + b-a, 5 + 6-ö) = G(x,i)AJx). 

Die für alle Werte von | im Intervalle (a, 26— a) definierte 
Lösung m(|) der Grleichung (3) liefert dann die gesuchten Func- 
tionen y, e durch die Grleichungen^): 



1) Für 4 = &, woselbst u(£) einen endlichen Sprang erfährt, ist yip) == 
«(6-0), e(b) = u{b + 0). 
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y(l) = <i) 

^(1) = KS + 6-«) 



(a < I < 6). 



Wie für den Fall der einen Differentialgleichung in Kapitel II 
sieht man leicht, dass die Gleichung jP(|) = nur dann für alle 
J im Intervalle (a, 26 — a) erfüllt werden kann, wenn gleich- 
zeitig: 

c^ = c, = dtj s=s d, = 

ax) = 0, Ux) = (a<x^b) 

erfüllt sind. Tritt dieser Fall ein, so nennen wir die vorge- 
legte Randwertaufgabe „vollständig homogen". 

Die der Integralgleichung (3) zugehörige ganze transcen- 
dente Function d{X) möge die Nullstellen l^ besitzen, welche 
wir wie früher als ausgezeichnete Parameterwerte bezeichnen; 
nach den Sätzen I, II, III der Einleitung gewinnen wir dann 
folgende Existenzsätze für die Lösungen des Systems (1) unter 
den Randbedingungen I: 

Ist die vorgelegte Randwertaufgabe nicht 
vollständig homogen, dann existiert für jeden 
Wert des Parameters A ausgenommen die ausge- 
zeichneten Werte A^^ stets ein und nur ein Lö- 
sungspaar y, jsf des Systems (1) unter den Bedin- 
gungen I. Für A = Aj existiert im allgemeinen 
keine solche Lösung. 

Ist die vorgelegte Randwertaufgabe voll- 
ständig homogen, so existiert ein von Null ver- 
schiedenes Lösungspaar dann. und nur dann, wenn A 
einen ausgezeichneten Wert X^ besitzt. Solche 
Lösungen nennen wir ausgezeichnete Lösungen. 

Hat A einen beliebigen aber festen Wert, so 
existiert für ein genügend kleines Intervall (a,b) 
stets ein und nur ein Lösungspaar des Systems 
(1) unter den Bedingungen I. 

Existenz des Green'schen Functionensystems. 

Genau wie im § 4 Kapitel 11 leitet man den Satz ab : 

Das Green' sehe Functionensystem erster Art: 

G"(^,ö, G"(^J), G"(^,S), G"(x,i) 

5 
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des Systems: 



^ + A(J„y + ^.^J -0 

unter der Voraussetzung dass -4„ == A^^ ist, dass 
also das System sich selbst adjungiert^) ist, existiert 
dann und nur dann, wenn A kein ausgezeichneter 
Wert für die Randbedingung I ist. 

§ 2. Existenz der ausgezeichneten Lösungen des 

Systems: 

g + A(^,,y + A.^) = 

unter der Bandbedingung: 

I. y(a) = 0, y(6) = 0, s{(i) = 0, ;9(6) = 0. 

Wir werden die Existenz unendlich vieler ausgezeichneter 
Parameterwerte und Lösungen für diese Randwertaufgabe be- 
weisen, und zwar unter den Voraussetzungen, dass 

d. h. das System (1) sich selbst adjungiert ist, und ferner, dass 

für alle x im Intervalle (a, 6) ist. 

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die Entwickelungen 
des Kapitels 11 auf das System (1) verallgemeinern. 

Betrachten wir nämlich folgendes Variationsproblem: 
Das Integral: 



1) Siehe Kap. I § 2. 






-t w w 
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soll zu einem Mmimnin gemacht werden, unter den Bedingungen, 
dass u und v stetige zweimal stetig differentiierbare Functionen 
sind, welche für x = a und x ^= b verschwinden und die 
Gleichung : 

-K(w, V) = / { A,y + 2Ä,,uv + A,y\ dx = 1 

a 

befriedigen. 

Die untere Grenze der Werte von J unter diesen Bedin- 
gungen bezeichnen wir mit k^. Wir behaupten dann: X^ ist 
der kleinste ausgezeichnete Par ameterwert für 
unsere Randwertaufgabe. 

Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir im Gegenteil an, 
dass A^ kein ausgezeichneter Wert wäre. 

Nach der Definition von k^ können wir eine unendliche Reihe 
Functionenpaare : 

W< * Wq * w« « • • • 






v-t • V# • V« f . . • 



auswählen, von der Art, dass jedes Paar w^^, v^^ den Bedin- 
gungen des Variationsproblems genügt, und dass ferner: 

ist. Definieren wir nun die Functionen /J^, g^, durch die Glei- 
chungen : 

j^ + K ( Ai^Ä + At^d = 9k* 

Unter der Annahme, dass l^ kein ausgezeichneter Parameter- 
wert ist, muss das Green'sche Functionensystem erster Art: 

G'\x,i), a'\x,i), a'\x,i). G'\x,i) 

der Gleichungen (1) für A = A^ existieren. Es müssen also 
Wj^, Vj^ sich in der Form darstellen lassen ^) : 



1) Siehe Kapitel I § 2. 
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j «,(1) = - /* I O'Xx, %)ax) + G'\x, %)gM \ dx 

»»(1) = -/ { G*'{x,l)ax) + G"{x,%)glx)\dx. 
y a 

Multiplicieren wir die Grleichangen (2) mit uj^x) bezw. v^jix) 
addieren und integrieren von a bis 6, so folgt wegen (3): 

a a a a 

+ ffG"(l X) /1(|) g,ix) dxdi+ ff^G"il X) glx) g,{%) dx dl 

a a a a 

Bezeichnen wir die rechte Seite dieser Gleichung mit «(^„^J, 
so folgt nach der Definition der Functionen m», «» : 

(4) Hm 0{f„g,) = 0. 

Ä=00 

Wir behaupten nun: Die Gleichung: 

(5) lim /*/* 1 9^ (Ö»(S, x) a%) + G"(|, X) g,{%) ) 

muss für alle Functionenreihen: 

9lJ 9^2) 98> • • • 

^11 tiJ V's» • • • 

bestehen, welche der Bedingung: 

(6) I &(9>n,t.) I < 5 (Ä = 1,2,3, . . .) 

genügen, wo B eine angebbare von h unabhängige 
Zahl ist. 

Diese Behauptung zu beweisen, nehmen wir im Gegenteile 
an, wir hätten je eine unendliche Reihe von Functionen g>^, ^^, 
welche der Bedingung (6) genügen, von der Art, dass wir aus 
den Functionengruppen : 

fh, 9>kj 9hf ^» 
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eine tinendliche Reihe solcher, etwa die Ghrappen : 

fli vlf 9ii i>L 
in der Weise auswählen kannten, dass für alle h: 

(7) ff 1 9i(^) ( <^"ii «>) m) + G" (I, «) gm ) 

a a 

+ ^i(^)(ö„(g,a?)/i(|) + +(? {l,x)gm\äxd% > Q oder < q 

wäre, wo p im ersten Falle eine positive, im zweiten Falle eine 
negative von h nnabbängige Zahl ist. 

Setzen wir dann: 



«A = 



®(9>;,^i) 



falls der Nenner nicht Null ist , nnd für alle h für welche er 
NuU ist : 



«A — _B • 



Nach (6) ist dann für alle h: 



Q^k ^ 



.2 







Betrachten wir nun die zweimal stetig differentiierbaren 
Functionen : 



'?»(l) = -/V"(*.^)(/i(^)-'^9>;(^))+ö"(a;,|)(«/:(;r)-x,^i(^))K^, 



(8) 



a 



a 



welche das für x = a und x = b verschwindende LösungspaÄr 
Vh{x),th(x) der Gleichungen 



(9) 



' ^ + XMun.+ A.in) = f.-*n9n 



^i. 



dx 



'l + X,{A,,7I, + AM = 9'n-X,t'n 



bilden. Multiplicieren wir die erste der G-leichungen (9) mit ij^ (x) 
die zweite mit ^^(x) und integrieren von a bis b und addieren, so 
folgt nach (3): 



* • • 
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a a 

a a 

-«»//V(|, x)\f,(^) i,',(x)+gl(x) q>[m]dxdi 
a a 

-x,ffG*\i, x){glix) tU^)+9:ix) m)\dxdl 
a a 

Nach Kapitel I, § 2 ist aber: 

ö"(a;,|) = G"ilx) 

G"ix,i) = 0"ii,x) 

. G"(x,l)= G«ii,x). 
Also folgt: 

-2x,fY { V'n («') (ö" (I, X) n (I) + G" (I, X) jri (ö) 
a a 

+ i'Ux)iG'\^,x)ai^) + G"ilx)g'M\dxdl 
Nach der Annahme (7) und der Definition von x^ folgt hieraus: 

wo Wj^ = 1, 2, 3 ist, jenachdem ©(^i, tL) positiv, Null, oder negativ 
ist. Auf alle FäUe ist also: 

j{n,, gj - K ^ivM in)^& (/;, 91)-^' 

Nun ist nach (4) 

lim 9(fn,gL) = 

und ^ ist eine positive von h unabhängige Zahl. Folglich kann 
h so gross gewählt werden, etwa h = H, dass 

ist. Der Integrand von K ist, nach den Voraussetzungen über 
die Functionen Ä^, eine positiv definite Form und folglich ist 

= 1 



I 
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eine reelle Constante. Setzen wir 

y = cti^, e = Ctny 

so genügen y, allen Bedingungen des Yariationsproblems und 
es ist: 

J(if, e) < l,. 

Dies ist aber ein Widerspruch, denn A^ ist die untere Grenze 
aller Werte von J unter den Bedingungen des Problems. Also 
ist die Annahme (7) falsch, und die Gleichung (5) muss Geltung 
haben für alle Functionenreihen , welche der Bedingung (6) ge- 
nügen. 

Nehmen wir: 

Man sieht leicht, wie im Kapitel III, dass diese Functionen der 
Bedingung (6) genügen. Nach (5) muss dann 

lim fY{{Ä,,ix)u,ix) + A,,ix)v,(x)){G"(i, x)^^) + ö"(|, x)gM 

h = oo a a 

+ (^„(*) «,(a;)+^„(a;) t;,(a;)) (G"(i a;)/;(|) + »"(I, a;)5r,(|)) } da^dl = 

sein, oder nach (3): 

lim / \A,,ul + 2A,,u^v^ + A^X}^^ = 1™ -K:(w„t?J = 0. 
Ä = oo a h = oo 

Dies ist aber unmöglich, denn für alle h ist: 

Folglich ist unsere Annahme über X^^ falsch, und X^ ist ein aus- 
gezeichneter Parameterwert für die Randwertaufgabe. Für A = A^ 
existiert also nach dem vorigen § ein ausgezeichnetes 
Lösungspaar y©» ^0 ^^s Systems (1) unter den Rand- 
bedingungen I. Den willkürlichen Factor von j/oj^o denken 
wir uns so bestimmt, dass 

ist. Wie im Falle der einen Gleichung, sieht man leicht, dass 
y^, ^0 die Lösung des aufgestellten Variationsproblems 
bildet, und dass A^ der kleinste ausgezeichnetste Pa- 
rameterwert ist. In derselben Weise wie für die erste Lö- 
sung für die Randbedingung III bei der einen Gleichung (Kapitel 
m, §6) sieht man leicht, dass die ersten ausgezeichneten 
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Lösungen ^0, ^0 im Inneren des Intervalls (a, &) keine 
gemeinsame Nnllstelle besitzen. 

Die Existenz unendlich vieler weiterer ausgezeichneter Lö- 
sungen folgt wie früher durch Zugrundelegen geänderter Variations- 
probleme. Fügen wir zunächst dem obigen Problem die die Func- 
tionen j/o , is^ ausschliessende Bedingung : 

a 

hinzu. Die untere Grenze der Werte von J unter diesen Be- 
dingungen bezeichnen wir mit A^. 

Ist A^ = Aq, so betrachten wir ein neues Variationsproblem, 
indem wir auf die Functionen m, v die weitere Bedingung legen : 

lim X(w„r„M,t;) 

hssoo a 

wo w^, Vj^ die zuletzt definierten Annäherungsfunctionen sind. Für 
dieses Problem sei die untere Grenze der Werte von J mit AJ be- 
zeichnet. Definieren wir eine unendliche Eeihe Annäherungs- 
functionen w^ , t?i , welche den Gleichungen : 

= K{a) = K{b) = vl{a) = vl{b), 
^K <) = 1» Liüf,, e,, wi, t?i) = 0, ZK, v„ wi, vi) = 0, 

genügen. Ist noch AJ = A^, so bilden wir wieder ein neues Va- 
riationsproblem, indem wir allen früheren Bedingungen noch die 
Bedingung : 

lim X(wi, t?i, M, t?) = 

hinzufügen, u. s. w. 

Es muss bei diesem Verfahren eine Stelle kommen, wo nach 
Hinzufügung der Bedingung 

lim iK-«t;r^w,t;) = 0, 

die betreffende untere Grenze AJ*^ der Werte von J grösser als 
A^ ist. Denn wäre dies nicht der Fall, so existiere eine unend- 
liche Anzahl von Reihen 

<i <] <i <'; wi'S <"; • • • (Ä = 1, 2, 3, . . .), 
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von der Art, dass die G-leichnngen bestehen: 

lim J-K,0 = K, » = 1,2,3,... 

(«) K{uf,v'^) = l \ f=[=fc 

OJ) i«', »?',««!;«') = ) Ä,<.*=1,2,3,.... 

Führt man nun die Bogenlänge als Integrationsvariabele in J 
ein, so erkennt man leicht, dass der Wert von J gleichzeitig mit 
der Länge der die zwei Punkte o und h verbindenden Curve 
y z=i u{x) Über alle Grenzen wächst. Man kann also, da 

A<, = A, == AJ = A(' = • • • 

ist, eine Zahl m angeben, von der Art, dass man ohne Beschränkung 
annehmen darf, dass sämmtliche Curven: 

(y) y = <{^) t,Ä = 1,2,3,... 

eine Länge besitzen, die kleiner als M ist, denn für genügend 
grosses M erteilen alle Functionen w, welche dieser Bedingung 
nicht genügen, dem Integral J einen beliebig grossen "Wert, etwa 
grösser als 2^^, und solche Functionen können wir in den Eeihen 
unterdrücken. Sämmtliche Curven {y) liegen also in einem angeb- 
baren endlichen Bereiche der a?,y- Ebene, und folglich zeigt das 
Hilbert'sche Häuf ungsstellen -Verfahren^), dass aus jeder der 
Reihen 



<, u» <>, 



eine unendliche Eeihe, etwa die Reihe 

77(0 77Ti) 7T(0 

sich auswählen lässt, derart, dass der limes: 

für jeden rationalen Wert von x zwischen a und h existiert. In 
derselben Weise folgt, dass der limes 



Y{x) = .^^T'> (CO) 



für die rationalen Werte von x, also für eine überall dichte 
Menge von Werten zwischen a und h existiert. Das Gleiche gilt 
auch für die Functionen v. Die Länge sämmtlicher Curven 

y = uf{x) und z = vf{x) 
1) Siehe Hubert, lieber das Dirichlet'sche Princip, (Berlin 1901), p. 13. 
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